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Yorwort

Dieses Biript soll such helfen, dia Konzepte und Varfahren dee Analytizchen Geomelriz besser
warsiehen zu kinnen, Wir werden such Miltsl und Wepe zsigen, wie man spasiische Aufgabensiel-
lungen lisan kann, Digse Aufpabenstaliungan boden dann spaker die Grundlags fur komplege Abi-
Autgaben. Deshall legen wir euch nahe, die Kapiel Stuck fur Stuck durchzua rbeiten und such mit
den Grundlagsn verbraul 2u machen, Rachnet am basten jadet Baopiel, das wir euch 28080, smmal
sefbar durch, Watorich kann man die Problemsiellengen auch andars 1oaen, aber wir gliuben, dass
€3 mut den hiet vorgestellten Yertahren ar sinfachsten und schnetlsten gehl.

Dz Ausrade: beh kapier diz Aufgabe nicht!™ Lassan wir nicht meahr gelten, Unsers Vatfahren 3ind
so aussgelept dass man sie sauswendig lernan kann. Es 5t slso nicht rehr eme Frage des Verstind-
nissas, sondern sine Frags d&s Fleiles, Wenn ihe mit dissem Skripl intgnsiv arbeitel, werdst ihr
rarkan, dass sich alles, wasg thr v dor Analvteschen Geometniz kennenlatnen werdat, aul ain paar
Grundlagen reduxizren lasst.

Urser Appell an auch 6 Arbaitel hart und fAebg Und wer weill, viellescht wird disfder ame
oder andere unter euch threndseinen Gefallen an dar Mathematik findan. Wir wunschen such auf ja-
den Fall vigl Erfolg und Spal mil dissem Buch,
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Limeare Algebra 1]

L1 Lineare Algebra

Wir ersparen such die Definilion der limearen Algebra, wesl 1hr sve erelens rechl branchl umd zweilens alles
wak mil Wekloren zu lm hal unler die lireare Alpcbra Bl {zymindesl bes coch). Kommen wir nun zur
Grurdlsps dor limcarn Algobra, den lincaren Glechungas seleman (LGE). (he mizal wissen, wic man doe
LGS gl und wit man 8¢ ambormd, Wit vemochen Zuar shne sic sauesokommen, aber diemeisten Verfhren
and nor dhizenl, wern ge LGSz Bnkallen Also Slle thr noch Problemrs mal 1hnen habl, davn kalEl mor

[.1.1  Definiton eines LGS

Unter aremn LGS vereichl man mehrere nears Gleichongen die zur goben Zeal, alpe mil deneslben Wer-
lem For die Vanablen esfidlll werden sollen,

Hinweis
Ein LGE hat enhwedar baine, @i oder wwendlich viele Lisungen
Machen wnr ein einfaches Bagpiel, Apfgabe: Bin alier weiger Mann gelll 2uch an Bl

R Arcimedes hor anen Sruder nowers Puhagoras. Pyihagoras ist in 3 Jakeen doppelt 30 alt wie Ar-
climedes wid war vor einem Jok dreimal 1o alf wie Archimades. Wie aff sind Arofimades und Fiyoa-
garari™
Um dezse Aofgabe analytizch zu lgen, massen wit zosrel erage Defirdlionen machen, Whr brauchen Va-
niablen flir des jelzige Alter von Amchimedes ond Pylhapoma. Sei xde Aller von Archimedes ond v des Al-
ler von Pylhapoms. Non midssen wir de Aussigen maltemahsch omdeolencin drm Sahren 15l #rlhagoras
doppell 20 all wiz Archimedss, kamin man malbhemabech amsdricken dosch: (7] 24 x43)= »43

Voremem Jahr war Archimedes dremad 20 all wee Pyibagores  [N) 3{z—=1)=p-]

Aong Sopm briden Gleschargen |f221 gich em LGS formen, da beide Gleichungen mil dereelben Werlen
der Varisblen x ond v etEalll s2in mizeen,
) 2lx+3)=p+43
LES: 00y BT )

Lirn dbeacs LGS 2 Maen habd ihr in der schlon Kleses das Gaslracks Elmnalionsyefabren kennonpelorni,
L Gapl benelzen o kdnren, maael b dae LGS eraimal aul Nermaifomm brngen:

[f) 2x+B=p+3
L] Fx=dmpy=1 1 on aleo, de Mormalform hel die Yamablem mal 1hren KeefEnenien
{Zahlen die mil mal bei den Vanablen slehen) aof der linken Seile, die

[F) 2z=pm=3  2ublen suf dor rechlon Seile
[f7])] Sax—p=2

[ i elrie mvil lmearer Algebra - B i
o
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Lin&ars Algabra Dennition eines LGS:

Hinwete

i dileft die Glafchmnpen balishiy werfauschen Alro Adanse auch Gleichuns () weres slofen wad
Glolchung (1) obhen  Auck die fomer dev  Gieichwegen [ (TD sied  balisbig
[1J2-x—p==3 _ [J)3-x—p=2
()= =i [H2s=p==3

Kommen wir pelzl = Gaull: Man mos vemochen moder Zwailen Zaile ane Vansble zo ehmnieen. Diks
Funk liomierl, mdem man jeecile e Za lemil cinem Skalsr {reelis Zshl) moltiphzver] ond 2i¢ 20 arer ande-
mn addserl. Malarh golil thrgo mulbiphizveren, dass rach der Addibion sine Vanable race G, Hrwer kirnis

man e eralz Zeile mal -3, die 2wtz mil 2 maolbphzieren md arechiebod adderen. Das Egebnie wir
CANT

(4] 2r-y==3 | -3 ] L |
|.__';"] Ieg =y} I_|'E. ------ _I
11 PO e Tx—y=-3

(=3 ()2 )i y=13

Dz rol omeandsle Konalrukl bedeotel, dasz die orzle Eale, nachdem sie mil -3 muolhphzsed wurds, s
zwd b sddicrl wird, nachdemn date mil 2 wal bplizerl wirde. Dae Evgebaiz vard in &e zweils Feile po-
achrichon, da der PRl sof die zwsile Zole zapgl Die ermle Zale vard mehl veriinder], aof sie 2eigl ja asch
loeims Pl

Dve Gleachang {[[) bekomml anen noven Mamaon, da sie verinderl words. Sie haibl ab jelzt {I00) ond el
eriddanden, dorch das, was blao swmndsl izl

1. Zesle mal <3 mulbplize:
=5 x43: y=b
2, Zasle il 2 mulbphaert:
beox=2- p=4
jEizl noch bade sddimren:
=6 x43-y+ Br—2p = ] - <

e —

ot Beke tim 1) ik Bed i (I eothas Bele M | eiebs Bk g R
&—fr+b6-s+3-p—2-p=044

[hr 2ehl aleo & e Operalion warerfolgrmch ond x el aoz der 2welen Zalke heramgehllen, Jetzi mus noch
w 10 {[) enpeselzl wesden, somil ethill man:
P |Tm=3
=1
L1

pm——mf

Es gl a=3 und y= 13,4 h. Archimedes ot 5, Pylhagoras st 13,

Fafltwnn Eaboan Bolls prd Bobert Safart I Analwg = SRS
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Lasungsmengen linearer Glab hungsys lems 1]

[.1.2  Logengemenpen linearer Glei hungss ysems

Es st ublich, die Lésung sines LGS als Lisungsvekior aufzuschréiben. Zimichal klaren wir, ves
man eipgerdlich gl Vekilor vergiehl. Bin Veklor jal sine Anomdrong von Zshlen {Relslion], b der e Siel-
lung der simzinen Zahlen ere Rolle gpeil. [n der hnegren Algebra, ial =2 Gblich eimen Vekior mil sivem
Pfal 20 kernizeschnen. Somm Lechreiben wit fir urseren Lasumpsvekior: | .

| halim obi pen Bospiel &o Dimersion 2, de wir 2 Varshlen haber: man scheesbl:

?EE1J=(’},mr‘::,yeﬁ
&

B anaerem Beiggnd wine diz Lisong e !-'(ij) . han gapl such, dasz LGS hal die Loaurgemengs:

W R
¥ pfoL13

Lazsl moch Blall machl von dat Sohratbwsigs varimechen, Whr haben ong Har mal Fir die formal komekls
Schreibwesze enlachiaden, (Légumpge-IMengen sind wie fol gl acfpebaot:

L=

L= { waz gl Bberhaupldrn | waez gill Fir des, wee drimosed}
Fial ein kivines Beiaplel:

Euver Malbedebrer halsinen Bagembol [hr wealll jeizl & Menps dor Tiere defimieren, e mich  aof
gemem Bagernhof befindan, Netmen ant dizes Menpe M. Fir dese Merge gill also:

A =|z ist #in Tier | # befindat sich auf dem Bausrnhof surss Ma thelehrers]
Order ihr wall L die Punkis des Graphen der Funklion Fin sirer Menpe Zusamimen B

G =iz, ¥R y=£1x)]

Vekloren werden sech in dor analviigchen Geomelne verwends, doml beschmiben sie Richlongen umd
Lngen, haben aber immmer noch dieselbe melbemalische Sedeslung, 8¢ werden nor andera inlempmedier]

[ i elrie ol lmearer Algebra - 10 i
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Lingars Algebra

Losunpsmengen Rnsarer Gleichungssysiame

Wie cbrn gehon eowahnt hat ¢in LGS keine, eint oder unendlich viele Lisungen

Keine Lésung:

« Ein LGZ hal keine Lésung wenn s eine Zeile gibt, in der ein Widerspruch besteht, also 2B.1 =
0. Kurze Enmnerung: n earem D08 midseen alle Gisichungen unler den pladhen ‘Werlen dor ana-
Ben galten, 1 =0 kann aber nic gellon, orpo hal da: LGS kare Coeang.

Bagr
B 4oy 4 .52 = 12 -3 =N i|-|- —
() 22 - 3y 4z = =16 a2
(1] = ¥ 2. = -i—
(£ i Weaa¥ I =12
[FF==241)+ i} Sy 2 = =40 |{=2)
(F==[F 14111 ) By o da =o=lD |5 -«
(¥l - L + ¥z =12
(V) Sy - M-z = —4b
(W )=—21IF]+51F) § - 20| Widsrspruchazaile tHt
Genaw eine Lssung:
En LGE hal genau cine Lésung, wenm man o= kompledl sof Creieckeslofmbm bompen kann, also
wonn in jeder Zeile eire Wanable wemiger votkomml und in der lden Zeile Vanable = Zahlsichl
Bzp.:
@ = o+ oy o+ 33 =5 =20 =1
() - 3y 43 = =3 -1 &
{fil) I ¥ + 3 L |
-
(] r =+ py =+ Fz = 5
4V l=—2 L)+ () Sp - 102 = =15 {H-FT],
[F)m= ] )[17] L 2z = =4 |5
(7) | N T e i T e
(FF] ez Sy - W2 = —15: Dreieciss ufenform
(7 Yo =2 15 ) 58] S, g Mz =t |

_netzwerk Bobert Safart

lernen

i
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Lasungsmengen linearer Glab hungsys lems

1

A der Oreteckafionm 12l emichllich, dess dee LGS penee eire Claurg hal, onmd zuwsr i=| 1]. oie

r r
Lisungamenps wiire damm: L= ¥ er’ L
b | F 1

k

Unendlich viete Lécungen:

1

o [z CGE hal pnendlich viele Légungen, wenn 2 mehe Variablen alt Glechu ngen hat, Soch LGS
il gheich viclen Varnablen wic Glochmnpon kénren mmondlizh vicks Lagmpen haben, wenn cine Zei-
b kere A vzsapskrafl mehr hal Man derfGleschongen aoz eimem LGS enllfermen, wern a2 & Form 0
= { haben, derm 3 = 012l voarer wabr ond hal k=imen EmnBfess mehr sufdiz Vanakizn,

H‘dEl.:
{7 T o+ oy o+ 3z o= 12 |i=2) |-1) .
2z - 3w 42 = —16 :—I \*
(M Cx & B A AT AT -
() ¥ o+ oy + 52 12
[F¥ J==2{ 1)+ (1) - 5y . MW ~af [[-2)
[Fl==[r)+[F] - Ty - 42 =16 |5 :.4"'
{7 X+ .y & -z = |2
{1 - Sy o« MWz o= —db
(M =—2(IF)+5[F] ¢ = 1 Nullzsite f3lll weg

Chie drille Gleschang Filll aleo weg, daz entsicherds LGS hal Folgends Forme

(i) xr + ¥ + o3y = JF
{1 = 3y - MWz = =40

Um die Lasemg arzupsben moze an nen sine Varable wihlen: Hisrzo forml man diz Gleschong mal den
werd gaten varablen nach einer om, (noumasrem Bagprel wiine dag Gleschong {IV), {[V) nach ¥ aofpelbal er-

gbt [IF)y=23-2:

wihle 2={ 1ER Zin {1V} eingesatsl: p=8—114

4 [8=24)%3 1= 12
Zuhd yin{]]) singeserat: =r4+3+1=12

e =

Fiir dan Logungsvektor gilt dann:

=1
i= }-(H 21 |= E +1 =2 Mansieht 2150, dass &5 unendlich vigle Lisungan pibt, die von
1

Qer Wahl des Paramapars | abhangen,

| Do Zeile drm O wisd sech sl Hallzvile bezcichae.

[ Hg‘f'zwgwﬂrh il lmvearer Algebra - 12
lernen
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Lingsars Algatbra Losunpsmengen Rnsarer Gleichungssysiame

Hinweis:
Wichrig fwevhed Inf, dosr b aive Ldsumg angels, die mdghichst varviobel i Mow sapr sigfoch, dozr 2

irgendane Zatd ixt, in wnseven Fall 1 und e 2okl aus der Mewge dov reelien Zohien gewdbit wer-
di darf. Aon wihit prundaitelich n Varicbiew wobel gilt:

n = Auzahl dev Forighien — Axzonl dev Glgiciungen

Hatre man run ¢ine Fechimg und drel Varighion a0 miss'e max 2 Varichien wiliem, 7. B, 2=
und pw=i, 2 1€R

Ea il jodoch nichl rnmer peachi ekl fir sine Variable 1 zo wihlen Schen war ore bicrza oin Beigpial an

(7 x4+ 2y & S =0 =1 -3} =18

) ozl o+ By & Shoas B b +
(il Fx + 14y + 133 = 16 -
il =y ey TR

[F¥}==[F 1+ [H] 4y + 22 =8 |[-2)

[} [7 1 73] Gy & &x = 2k -cl——i"

(i) X oo b et B L TR |

{T¥] 4y + 22 = 8

[P )=—2( IFI+[F) ¢ = @

Aach Fer BELE wieder die lelzle Zale wep, mose o ja such, gotal hillen war ja rechl pmendhch wele Lo-
gongen ond kirm ten kare Vanable wilhlan

Gleichumg { (W) nach v sufpelial:
1
T )ym2 ==
[FF )y 52

Witrds man jobdd fir = wnederum | wilblon, so ergdbe mch:

]
-}
#55"

[he echl aleo mman wiirdes Bir v sinen Term mil esnemn Brich erhallen vnd Brioche and ja dhnheh wie
Schwacpermillicr, dic kann j aoch recmand aden. Also benulzen war cinfach cimen Trck. Man dat doch
Fur = eine bahiehipe Zabl withlen, Onees Eahl bleabl goch aoch Behiclap, wenm man iperdeine Zehl mil 2 mol-
Lipl iz ert. Man nimenl sleo Flirz mechl |, sordsm 21

Wihle: =21 IER
i
zin {[V) singeselzl: y= 'E-—E-?.:‘. =P=]

Crhesea Ergebms fir ¥ 16l doch ved besser, 2uler mam rechnel gem mal Brichen.
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Lasungsmengen linearer Glab hungsys lems 1]

&,z {[) cingeasizl
b2 =] 32 -l
& s+ A4-2-i+6-i=10
@ pE—ae=d]

e
Alz Loasunpeveklor ergi b gich darm J'"( =1 ]
24

Hinweie

I Fod poclaw werdan die Plale und de penave Besckrsibung, wie dia pdchae Zoile enrsionden ia1,

weggeiaren A werden pur mach dis Mulnplitaioren ayfedizee, Glaichunzen werder prundsdralich
addiers. Ber sallter cuch axgewd ke die Pleile wad die Multiplitatoren immey kin suschraben, da ihr

I welcher Rakenfolpe ik die Zeilen miteinander addiers int agal, wir werden obar weitorhin immer
die avaie mit dov sweiten Zeile daroh die gvafs mir dor Avitbee Zaleunie adfdicras

[ i elrie ol lmearer Algebra - 14 i
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