Stochastik

Der Erwartungswert — Gewinn beim Glucksspiel?

Nach einer Idee von Alessandro Totaro
[llustrationen von Oliver Wetterauer

© Leland Bobbe/DigitalVision

Stlirze ich mich mit einem Gliicksspiel langfristig in den Ruin oder kann ich damit doch auf lange
Sicht reich werden? — Hier lernen Ihre Schiilerinnen und Schiiler den Erwartungswert und den Be-
griff des fairen Spiels kennen und erfahren damit eine GroRe, mit der sie diese Fragen fundiert
beurteilen konnen!

KOMPETENZPROFIL

Klassenstufe: 9/10

Dauer: 2-3 Unterrichtsstunden

Inhalt: Wahrscheinlichkeitsrechnung, Erwartungswert, faires Spiel
Kompetenzen: mathematische Probleme sen (K2); mathematisch modellieren

(K3); mit den symbolischen, formalen und technischen Elementen
der Mathematik umgehen (K5)
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Auf einen Blick

Bi = Bildimpuls, Ab = Arbeitsblatt, As = Aufschrieb, Sp = Spiel

Einstieg
M1 (Bi) Gliicksspiele auf dem Jahrmarkt — Wie viel Gewinn kann ich auf Dauer er-
warten?
Erarbeitung
M2 (Ab) Erwartungswert und faires Spiel
Ergebnissicherung
@ M3 (As) Erwartungswert und faires Spiel
Ubung

(Ab) Erwartungswert und faires Spiel berechnen
(Ab) Erwartungswert und faires Spiel vertieft

@ M6 (Ab) Erwartungswert und faires Spiel weitergedacht und kreativ
(Ab) Erwartungswert zum Differenzieren

© RAABE 2021

Kreative/spielerische Ubung

@ M8 (Sp) Memory zu den Grundbegriffen der Wahrscheinlichkeit
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Minimalplan

lhre Zeit ist knapp? Dann wahlen Sie die Ubungsaufgaben gezielt aus oder geben diese als Hausauf-
gabe oder Prifungsvorbereitung den Lernenden zur selbststandigen Bearbeitung auf.
Denkbar ware unter anderem folgende verkiirzte Version:

M1 (Bi) Gllcksspiele auf dem Jahrmarkt — Wie viel Gewinn kann ich auf Dauer er-
warten?

M2 (Ab) Erwartungswert und faires Spiel Aufgabe 1-4

M3 (As) Erwartungswert und faires Spiel

M4 (Ab) Erwartungswert und faires Spiel berechnen Aufgabe 1

M5 (Ab) Erwartungswert und faires Spiel vertieft Aufgabe 2

M6 (Ab) Erwartungswert und faires Spiel weitergedacht und kreativ Aufgabe 2

Erklérung zu Differenzierungssymbolen

Tauchen diese Symbole auf, sind die Materialien differenziert. Es gibt drei
Niveaustufen, wobei nicht jede Niveaustufe extra ausgewiesen wird.

s wia

einfaches Niveau mittleres Niveau schwieriges Niveau

Dieses Symbol markiert Zusatzaufgaben.

Dieses Symbol markiert Tipps.

Dieses Symbol markiert Merksatze.

Dieses Symbol markiert alternative Moglichkeiten.

Ao B

netzwerk .
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M1 Einstieg: Gliicksspiele auf dem Jahrmarkt -
Wie viel Gewinn kann ich auf Dauer erwarten?

Einmal Drehen
nur2€.
Probiere es aus!

Grafik: Oliver Wetterauer

Aufgabe
a) Beschreibe das Bild.

© RAABE 2021

b) Triff eine begriindete Entscheidung darlber, ob und mit welchem Spiel du wohl dein Taschen-
geld aufwerten kannst.

¢) Nenne die Faktoren, die zur Entscheidung, ob du bei einem Gliicksspiel einen Gewinn erzielen
kannst oder Verlust machst, eine Rolle spielen.
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Erarbeitung: Erwartungswert und faires Spiel M2

Hier erarbeitest du, was die Begriffe Erwartungswert und faires Spiel bedeuten und wie man diese
berechnet.

Aufgabe 1

In den Tabellen sind die GréRen, die fiir die Beurteilung, ob man von einem Spiel Gewinn oder Ver-
lust erwarten kann, von Bedeutung sind, aufgefiihrt.

Fiille die Tabelle mit den Informationen aus dem Bild von M 1 aus.

a) Die Gliickswiirfel

Ereignis Einsatz Ausschiittung = Wahrscheinlichkeit (P)

,ES wird zweimal 5
oder zweimal 6 gewdirfelt.”

,Es wird nicht zweimal 5
oder zweimal 6 gewdirfelt.”

b) Das Gliicksrad

Ereignis Einsatz . Ausschiittung ' Wahrscheinlichkeit (P)

griines Feld
blaues Feld |

rotes Feld
|

Nur mithilfe der Tabelle wiirde es uns wahrscheinlich noch schwerfallen, eine Aussage dariiber zu
treffen, ob wir langfristig mit einem Spiel einen Gewinn erzielen oder einen Verlust erleiden. Aus-
sagekraftig wird es erst, wenn wir die GroRen miteinander in Beziehung setzen. Dies kdnnen wir
mithilfe des Erwartungswertes. Der Erwartungswert (abgekiirzt: E) ist ein Wert, durch den wir er-
kennen, mit welchem Gewinn oder Verlust wir iber langere Sicht, also wenn wir das Spiel sehr oft
spielen wirden, rechnen kénnen.

Aufgabe 2
a) Erwartungswert aus Sicht der Kunden (X = Gewinn/Verlust fir die Kunden):

1 17
Die Glickswirfel: E(X) = TS (20€-3¢€) + TS (0€-3€)=-1,89¢€

Das Glucksrad: E(X) =

I

1 1
'(5€—2€)+Z-(7€—2€)+E~(0€—2€)=1€
Leite aus den beiden Beispielen eine allgemeine Formel zur Berechnung des Erwartungswertes

aus Sicht der Kunden her:

netzwerk .
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M3 Ergebnissicherung: Erwartungswert und faires Spiel
®  Ewatugwet

Den Erwartungswert (E) kann man als_
langfristig zu erwartenden, durchschnittlichen Gewinn/Verlust pro Spiel
interpretieren.
Die Formel zur Berechnung des Erwartungswertes lautet:

EX)=P -(a,-e)+P,-(a,-e) +....+P -(a -e)

E = Erwartungswert; P = Wahrscheinlichkeit; a = Ausschiittung; e = Einsatz

__________________________________________________________________

__________________________________________________________________

Faires Spiel

Ein Spiel heift fair, wenn sich auf lange Sicht Einsatz und Gewinn ausgleichen.
Bei einem fairen Spiel ist der Erwartungswert 0:

E(X)=P -(a,-e)+P,-(a,-e)+....+P -(a -e)=0

n

E = Erwartungswert; P = Wahrscheinlichkeit; a = Ausschiittung; e = Einsatz

__________________________________________________________________

Strategie-Tippkarte: Berechnung des Erwartungswerts

1. Verwende eine Tabelle, um dir einen Uberblick zu verschaffen:

© RAABE 2021

’Ereignis JEinsatz (e)  Ausschiittung (a) = Wahrscheinlichkeit (P)

\\

Definiere die Zufallsvariable X. Uberlege dir hierzu, ob du den Gewinn/Verlust aus der Sicht
‘ des Anbieters oder der Kunden berechnen willst.
X = Gewinn/Verlust fiir Anbieter oder X = Gewinn/Verlust fiir Kunden

3. Wende nun die Formel fiir den Erwartungswert an.
» Falls X = Gewinn/Verlust fur Kunden
=>EX) =P -(a,-e)+P,-(a,-e)+....+P -(a -e)
(Versetze dich in die Kunden: fiir dich wdre der Einsatz etwas Negatives, du musst ja etwas
zahlen; die Ausschiittung etwas Positives, du bekommst ja etwas.)
* Falls X = Gewinn/Verlust fiir Anbieter
=>EX)=P -(-a,+e)+P,-(-a,+e)+....+P -(-a +e)
(Versetze dich in den Anbieter: fiir dich wdre der Einsatz etwas Positives, die Kunden zahlen
das ja an dich; die Ausschiittung etwas Negatives, du musst das den Kunden ja auszahlen.)

4. Denke daran, dass dieser Wert den langfristigen Gewinn oder Verlust pro Spiel angibt.

Peerazg:"lel(l;lli(AAbits Mathematik Mdrz 2021 Z u r Vo I Ive rs i o n
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Ubung: Erwartungswert und faires Spiel weitergedacht M6
und kreativ

Aufgabe 1
Die Klasse 10a mochte die Tombola veranstalten. Ein Los soll 2 € kosten. Auch der Preis fiir einen
Kleingewinn steht schon fest:

~
Ein Los kostet: 2 €

Anzahl Lose Ausschittung pro Los
900 Nieten 0,00 €

90 Kleingewinne 5,00 €

10 Hauptgewinne ??

_J

a) Berechne, wie hoch die Ausschiittung fiir den Hauptgewinn sein miisste, damit die Tombola
fair ist.

b) Berechne, wie hoch die Ausschittung fir den Hauptgewinn sein miisste, damit die Klasse bei
200 Kunden 100 € Gewinn macht.

Aufgabe 2
Die Klasse 10b bietet einen Stand mit Gliicksrad an. Dazu basteln sie das
Gliicksrad rechts. Der Einsatz pro Spielrunde soll 10 € betragen.
a) Zeige, dass das Spiel nicht fair ist.
b) Welche Mdglichkeiten gabe es, daraus ein faires Spiel zu machen?
Finde eine Moglichkeit. Findest du eine zweite Moglichkeit?
Findest du alle Moglichkeiten?

Aufgabe 3

Gliicksspiel Grafik: Oliver Wetterauer

Spielt zu zweit. lhr braucht einen Wiirfel und jeweils 8 Steine. Wirfelt

abwechselnd.

Spieler 1: Du bekommst einen Stein von Spieler 2, wenn du eine 5 oder eine 6 wiirfelst.

Spieler 2: Du bekommst zwei Steine von Spieler 1, wenn du eine 3 wiirfelst.

a) Beurteile, ob es sich hierbei um ein faires Spiel handelt.

b) Nenne die Anzahl der Steine, die jeder Spielpartner nach 10 Runden haben sollte, wenn es sich
um ein faires Spiel handelt.

¢) Spielt das Spiel 10 Runden lang. Habt ihr nun die Anzahl der Steine, die ihr in b) vermutet hat-
tet? Falls nein, begriinde, warum dem so sein konnte.

Aufgabe 4

Uberlege dir selbst

a) ein faires Gliicksspiel.

b) ein trickreiches Gliicksspiel, bei dem ganz schwer zu erkennen ist, dass es gar nicht fair ist.
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M7 Ubung: Erwartungswert zum Differenzieren
Aufgabe
@ Eine Schulklasse bietet eine Tombola beim Schulfest an.

Dazu hat sie insgesamt 500 Lose vorbereitet. Davon sind
100 Losnummern Kleingewinne von 10 € und 10 Lose sind
Hauptgewinne mit 50 €. Jedes Los kostet 5 €.

a) Berechne den Erwartungswert aus Sicht der Klasse.
b) Beurteile, ob es sich um ein faires Spiel handelt.

Lose: © Thinkstock/iStock,
Geldscheine: © colourbox

Aufgabe
@ Eine Schulklasse bietet eine Tombola beim Schulfest an.

Dazu hat sie insgesamt 500 Lose vorbereitet. Davon sind

100 Losnummern Kleingewinne von 10 € und 10 Lose sind

Hauptgewinne mit 50 €. Jedes Los kostet 5 €.

a) Berechne den Erwartungswert aus Sicht der Klasse.

b) Berechne, um wie viel Prozent sich der Erwartungswert
erhohen wiirde, wenn man die Auszahlung bei einem
Hauptgewinn auf 40 € senken wiirde.

Lose: © Thinkstock/iStock,
Geldscheine: © colourbox

© RAABE 2021

Aufgabe

@ Eine Schulklasse bietet eine Tombola beim Schulfest an.
Dazu hat sie insgesamt 500 Lose vorbereitet. Davon sind
100 Losnummern Kleingewinne von 10 € und 10 Lose sind
Hauptgewinne mit 50 €. Jedes Los kostet 5 €.

a) Berechne den Erwartungswert aus Sicht der Klasse.

b) Berechne, wie man die Auszahlung bei einem Haupt-
gewinn verandern misste, wenn man den langfristigen | oc.- © Thinkstock/istock,
Gewinn pro Spiel um 20 % steigern mochte. Geldscheine: © colourbox
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Kreative/spielerische Ubung: Memory zu den M8
Grundbegriffen der Wahrscheinlichkeit

Wenn Lernende bereits friher fertig sein sollten mit den Aufgaben bzw. Sie spielerisch die Festigung
des Wissens ermdglichen wollen, kdnnen Sie dieses Memory nutzen.

S
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------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Dieses liegt vor, Er gibt an, wie

Man zieht eine

1 wenn manz. B. zwei i . i . . i viel Gewinn man
' ) . Erwartungswert | Kugelund legtsie Faires Spiel ' L )
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