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Ladendiebstahl, Drogenkonsum oder auch Gewalt in Beziehungen sind sogenannte
,Dunkelfelder”. Das bedeutet, dass man zum Beispiel auf die Frage ,Haben Sie schon
einmal geklaut?” mit hoher Wahrscheinlichkeit keine ehrliche Antwort bekommt. Des-
halb wird man bei solchen Befragungen z. B. den Anteil der Diebe in unserer Gesell-
schaft stark unterschatzen. Die Dunkelfeldforschung ist eine praktische Anwendung fir
folgenden stochastischen Verfahren und Satze: bedingte Wahrscheinlichkeit, Pfadregeln
und Satz von Bayes. In dieser Unterrichtseinheit Gben lhre Schiiler diese Inhalte anwen-
dungsorientiert und testen anschlieBend ihr Wissen in einer Lernerfolgskontrolle.
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Die Schiiler lernen:

den Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit sicher anzuwenden. Sie bestimmen die
Wahrscheinlichkeit verschiedener Ereignisse mithilfe von Baumdiagrammen. Auch den
Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit und den Satz von Bayes lernen sie kennen. Die
Aufgaben sind in den Kontext ,Dunkelfeldforschung” eingebettet, der die Schiiler an-
sprechen wird. Eine Lernerfolgskontrolle rundet den Beitrag ab.
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Uberblick:

Legende der Abkiirzungen:
Ab = Arbeitsblatt LEK = Lernerfolgskontrolle

Thema Material Methode
M1 Ab
@ Haben Sie schon einmal geklaut?
Ja (?!) — Karten fur die Einstiegssimulation M2 Ab
M3 Ab
@ Varianten in der Dunkelfeldforschung — Ubung 1
M4 Ab
@ Aufgaben zur Excel-Simulation _|L .
‘ M5 Ab

@ Wovon ist die Glte der Schatzung abhdngig?

@ M6 Ab, LEK
Lernerfolgskontrolle
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Erklarung zu Differenzierungssymbolen

@\ @ A

einfaches Niveau mittleres Niveau schwieriges Niveau

@ l Dieses Symbol markiert Zusatzaufgaben.

Kompetenzprofil:

Inhalt: Bedingte Wahrscheinlichkeit, Baumdiagramm, Pfadregeln, totale Wahr-
scheinlichkeit, Satz von Bayes, Ereignis, Gegenereignis, Dunkelziffer

Medien: GTRI/CAS, GeoGebra

Kompetenzen: Mathematisch argumentieren und beweisen (K1), Probleme mathema-
tisch 6sen (K2), mathematisch modellieren (K3), mathematische Dar-
stellungen verwenden (K4), Kommunizieren (K6)
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Hinweise

Wenn man Menschen zu sozial unerwiinschten Verhaltensweisen oder Einstellungen be-
fragt, kann man davon ausgehen, dass viele nicht wahrheitsgemaR antworten und des-
halb der Anteil der Menschen mit diesen Eigenschaften mindestens stark unterschatzt
wird. Davon sind viele klassische Dunkelfelder betroffen wie zum Beispiel Drogenkon-
sum, Gewalt in Beziehungen oder auch der hier thematisierte Ladendiebstahl. Die Dun-
kelfeldforschung ist eine praktische Anwendung flr die oben genannten stochastischen
Verfahren und Satze.

Voraussetzungen

Wichtige Grundlagen fir die Behandlung der Dunkelfeldforschung sind der Begriff der
bedingten Wahrscheinlichkeit und der Umgang mit Baumdiagrammen. Der Satz von
der totalen Wahrscheinlichkeit und der Satz von Bayes sind hilfreich.

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

A und B seien zwei Ereignisse und A bzw. B die entsprechenden Gegenereignisse. Dann
bezeichnet P(BIA) die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B, wenn vorher das Ereignis A
eingetreten ist. Man liest kurz ,P von B unter der Bedingung A". In einigen Schulblichern
wird die entsprechende Schreibweise P, (B) verwendet.

Mithilfe der Pfadmultiplikations- und der Pfadadditionsregel ergibt sich daraus der Satz
von der totalen Wahrscheinlichkeit (vgl. Baumdiagramm):

P(B) =P(A)-P(B| A) +P(A)-PBIA)
Wenn x = P(A) gesucht wird, erhélt man aus der obigen Gleichung:
P(B) =x-P(BIA)+(1—x)-PBIA)
= P(B)—P(BIA) =x-(PBIA)—PBIA))
P(B)—P(BI A)

— =x=P(A)
PBIA)—PBIA)
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Nach dem Satz von Bayes gilt:
P(A)-P(BIA)

P(AIB) = — =
P(A)-P(B|A)+P(A)-P(BIA)
P(BA) B
A
P(A) -
P(BIA) 5
~ P(BIA) 2
P(A)
A
P(BIA) 5

Grafik: Dr. W. Zettlmeier

Dunkelfeldforschung mit der Randomized-Response-Technik
Die Dunkelfeldforschung, die aus den USA kommt, versucht durch Befragungen den
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Anteil der nicht erfassten Kriminalfalle (Dunkelziffer) zu ermitteln. Das ist aber sehr
aufwendig, sodass es‘in Deutschland bis jetzt tatsachlich nur wenige Studien dazu gibt.
Wenn man Menschen zu sozial unerwiinschten Verhaltensweisen oder Einstellungen be-
fragt, kann-man davon ausgehen, dass viele nicht wahrheitsgemaf antworten und des-
halb der Anteil der Menschen mit diesen Eigenschaften mindestens stark unterschatzt
wird. Davon sind viele klassische Dunkelfelder betroffen wie zum Beispiel Drogenkon-
sum, Gewalt in Beziehungen oder auch der hier thematisierte Ladendiebstahl.

Bei der Randomized-Response-Technik sorgt eine Zufallsverschlisselung dafir, dass
die Einstellung des Einzelnen geschitzt ist, eine Gruppenauswertung der befragten
Stichprobe aber dennoch maglich ist. Dies soll hier am Beispiel einer Befragung zum La-
dendiebstahl verdeutlicht werden. Der Kriminologe fragt nicht: ,Haben Sie schon einmal
einen Ladendiebstahl begangen?”, sondern lasst die Befragten aus einem Stapel von
z. B. 4 Karten mit Frage 1 und 6 Karten mit Frage 2 eine Karte ziehen. Dann bittet er
das Gegenuber um eine ehrliche Antwort auf die gezogene Frage.
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Auf Karte 1 steht ,Ist es richtig, dass Sie schon einmal einen Ladendiebstahl begangen
haben?”, was ein Ladendieb wahrheitsgemdl§ mit JA beantworten misste. Die zweite
Frage ,Ist es richtig, dass Sie noch nie einen Ladendiebstahl begangen haben?” misste
dagegen der Nicht-Dieb mit JA beantworten. Der Kriminologe kann also aus der einzel-
nen Antwort keine Rickschlisse ziehen, weil er nicht weil§, welche Karte der Befragte
bezogen hat.

Es sei X(JA) der Anteil der JA-Sager in der Stichprobe. Die Abschatzung von P(D)=x
erfolgt nun dber X(JA) = x-0,4+(1-x)-0,6.

Durch Umformung erhélt man x :W :
JA
D
P(D)
P(D)
D
JA

Grafik: Dr. W. Zettlmeier

Man erkennt zwei Probleme, beide werden in der Unterrichtsreihe thematisiert:

1. st X(JA) > 0,6, antworten also mehr als mindestens 60 % der Befragten mit JA, so
ist die Berechnung nicht madglich, weil sich fir P(D) ein negativer Wert ergibt. Diese
Gefahr ist umso geringer, je groBer die Stichprobe ist.

2. Die Wahrscheinlichkeit P(JA) kann durch den Anteil der JA-Sager in der Stichprobe
(X(JA)) abgeschatzt werden. Dass dieser Schatzer erwartungstreu ist, soll hier nicht
thematisiert werden, kann aber bei Meyer [2] nachgelesen werden. GroRBe Zufalls-
schwankungen konnen durch relativ grol3e Stichproben vermieden werden.

Durch die Wahl geeigneter Parameter (z. B. das Verhaltnis der Kartenanzahlen 1 und 2)
kann man die Streuung der Schatzwerte verkleinern. Dies kann aber zulasten der Anony-
misierung gehen, wie man mit P(DIJA) und/oder P(D INEIN) zeigen kann.
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Die Simulationsdateien

Zur Simulation groRerer Stichproben gibt es im Archiv mehrere Dateien.

Die Datei diebel_einfach.xls ist schon ab Excel 97 und auch mit OpenOffice.CALC lauf-
fahig. In die gelben Felder gibt man zunachst den Stichprobenumfang n, die Anzahl der
Karten 1 und 2 sowie den tatsachlichen Anteil der Diebe p ein. Danach wird durch die
Programmierung fur jede Person aus der Stichprobe festgelegt, ob sie ein Dieb ist oder
nicht (in Spalte D), und die Ziehung einer Karte (Spalte E) zusammen mit der entspre-
chenden Antwort (Spalte F) simuliert. Im griinen Feld A7 wird zusatzlich noch der Anteil
der Diebe in der Stichprobe angegeben, weil n - p nicht unbedingt eine natdrliche Zahl
ergibt. In G8 und G9 finden Sie die Anzahl der JA-Stimmen und die Schatzung fir P(D).
Die Simulation ldsst sich durch Driicken von F9 beliebig oft wiederholen.

Die Datei diebel_einzeln.xlsm ist z. T. mit Visual Basic realisiert und enthalt Funktio-
nen, die erst mit Excel 2010 lauffahig sind. Da sie Makros enthalt, mussen Sie unter
Datei => Optionen -> Sicherheitscenter = Einstellungen flr Sicherheitscenter = Ein-
stellungen fiir Makros ,alle Makros mit Benachrichtigung deaktivieren”.

Dann konnen Sie nach Start der Datei die Makros per Klick aktivieren. Die Alternative
,alle Makros aktivieren” ist auch maglich, wird aber aus Sicherheitsgriinden von Micro-
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soft nicht empfohlen.

Die Eingaben in der Datei sind genauso wie in diebe_einfach.xls. Zusatzlich werden
in einem Haufigkeitsdiagramm die klassierten Daten fir P(D) (Klassenbreite 0,01) dar-
gestellt. Zu Beginn der Simulation drticken Sie einmal den Button Reset, der die Anzahl
der Simulationen auf Null setzt und die alten Ergebnisse l6scht. Dann fligen Sie mit Klick
auf neue Simulation jeweils das Ergebnis einer Simulation hinzu. Unter dem Diagramm
werden noch das arithmetische Mittel und die Standardabweichung zur besseren Orien-
tierung der Streuung der Daten angegeben. Wenn die Schiiler das nicht sehen sollen,
setzen Sie die Schriftfarbe einfach auf WeiR.

Die Datei diebel_hundert.xlsm enthalt zusatzlich einen Button, der 100 Simulationen
durchrechnet und auf einen Schlag im Haufigkeitsdiagramm darstellt.
Diebe2_einfach.xls und diebe2_einzeln.xlsm sind dagegen fir die Hand des Lehrers
gedacht, um z. B. auch fur ein alternatives Verfahren (siehe M 3, Aufgabe 2 und M 6)

Schatzwerte oder Haufigkeitsverteilungen erstellen zu kénnen.
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Zur Durchfiihrung der Unterrichtsreihe

Sie sollten dieses Verfahren der Dunkelfeldforschung nicht zur Bestimmung tatsach-
licher Wahrscheinlichkeiten fiir einen Ladendiebstahl, Drogenkonsum o. A. nutzen. Das
konnte nicht nur zu Irritationen bei den Lernenden und ihren Eltern fiihren. Die Stichpro-
ben sind daflr zu klein und Ihnen fehlt — zum Vergleich und fur die Simulationen — die
tatsachliche Wahrscheinlichkeit P(Dieb).

Daher markiert der Autor die Schiiler zu Beginn der Einstiegsstunde mithilfe von kleinen
Zetteln, die sie aus einer Socke o. A. ziehen und keinem anderen zeigen, als DIEB oder
KEIN DIEB. Damit kann er P(Dieb) bezogen auf den Kurs auch dann feststellen, wenn mal
ein oder zwei Schiler fehlen. Wenn Sie z. B. von 24 Zetteln 8 mit DIEB gekennzeichnet
haben, so ist P(D) = 1/3. Fehlt ein Schiler, so ist — je nach ubrig gebliebenem Zettel —
p(D) = 7/23 oder p(D) = 8/23.

Auf der Basis dieser Markierung flihren die Schiiler nun die erste Simulation in Partner-
arbeit durch. Das Verfahren ist auf dem Arbeitsblatt M 1 beschrieben. Es ist so gestaltet,
dass Sie bei Bedarf auch andere Kartenverhdltnisse realisieren konnen. Eigentlich muss-
te man vor jeder weiteren Simulation die Schiler neu markieren.

Da dabei aber immer der gleiche Anteilund damit die gleiche Wahrscheinlichkeit heraus-
kommt und die zweite Stufe der Simulation ein Zufallsexperiment ist, kann man darauf
verzichten. Nachdem die Ergebnisse von 10 Simulationen an der Tafel stehen, er6ffnen
Sie die Auswertung zum Beispiel mit der Frage: ,Konnen Sie mir nun die Wahrscheinlich-
keiten angeben, dass ein beliebiger Schiler schon mal einen Ladendiebstahl begangen
hat?”

In der Regel werden die Ergebnisse sehr stark streuen. X(JA) lasst sich schnell als Quoti-
ent aus Anzahl der Ja-Sager und der GroRe der Stichprobe bestimmen. Aber wie kdnnen
die Lernenden nun P(D) abschatzen? Bei den Schulern des Autors, die um die Wichtigkeit
dieses Veranschaulichungsmittels wissen, kam sofort der Vorschlag, die Befragung mit-
hilfe eines Baumdiagramms darzustellen. Gegebenenfalls hilft der Hinweis, dass es sich
um einen zweistufigen Zufallsversuch handelt. Dabei konnen die Schiler — zum Beispiel
bei 1 x Karte 1 und 3 x Karte 2 — zwei verschiedene Baumdiagramme zeichnen:
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kein Dieb

Grafik: Dr. W. Zettlmeier

Beide Diagramme fuhren zu folgender Gleichung, wobei X(JA) der Anteil der JA-Sager in

der Stichprobe ist.

X(JA)=0,25x+0,75(1 —x) =0,75-0,5x = x = 2d2=XUA)

0,5
Da die Wahrscheinlichkeiten fur Karte 1 bzw. Karte 2 und damit auch fur das Ereignis

,JA" aber nicht gesichert sind, sondern lediglich-in langen Serien angendhert erreicht
werden, kann Uber die Bestimmungsgleichung nur eine Schatzung von P(D) erfolgen.

Die Ergebnisse X(D) werden in der Regel ebenfalls stark differieren, evtl. sind sogar eine
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Null oder ein negatives Ergebnis dabei (wenn X(JA)20,75). Eine erste Auswertung
kénnte die Berechnung der Lageparameter x (arithmetisches Mittel) und s (Standard-
abweichung) sein. Notfalls kann man sich statt s auch mit der Spannweite begnugen.

Die Streuung der Werte bietet Gelegenheit, Uber eine Verbesserung der Schatzung nach-
zudenken. Der erste Vorschlag geht immer in die Richtung, den Stichprobenumfang zu
vergrolBern. Meistens schlagen die Schiler dazu vor, die bisherigen Stichproben zu einer
zusammenzufassen. Das ist zwar in der Demoskopie streng genommen nicht erlaubt,
weist aber die Verbesserungen bei groReren Stichproben klar nach. Nachdem auch fir
die Gesamtstichprobe das X(D) berechnet ist, verraten Sie den Schilern zum Vergleich
den wahren Anteil der Diebe. Auch wenn sich die Schatzung zufalligerweise als ziemlich
gut erweist, sollten Sie herausarbeiten, dass das nicht so sein muss. Vielmehr gilt es da-
riber nachzudenken, wie man die Gute der Schatzung durch geeignete Veranderungen

verbessern kann.
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Flr diese erste Erarbeitungsphase brauchen Sie zwei Stunden. Wichtig ist, dass die Schu-
ler den Unterschied zwischen der Wahrscheinlichkeit P(D) und der relativen Haufigkeit
X(D) als Ergebnis einer Stichprobe —und damit Schatzwert fir P(D) — auseinanderhalten.
Im Anschluss daran sollten Sie Zeit geben fir die Ubung 1 (M 3) zur Festigung des bis-
her Gelernten. Aufgabe 1 kdnnen Sie durchaus als Hausaufgabe vorbereiten lassen. Eine
ausfuhrliche Besprechung ist aber nétig, insbesondere um den letzten Fall herauszu-
arbeiten, dass bei p(Karte 1) =p(Karte 2)=0,5 das Verfahren nicht funktioniert, d. h.
keine Schatzung maoglich ist.

Mit Material M 4 steigen Sie in die Diskussion um die Verbesserung der Schatzung ein.
Der Vorschlag, den Stichprobenumfang zu vergréRern, sollte schon am Ende der 2. Stun-
de gekommen sein. Setzen Sie daher die Simulation diebel_einzeln.xlsm (notfalls auch
diebel_einfach.xls) ein, um den Stichprobenumfang Schritt fir Schritt zu erhohen.
Wichtig ist, dass die Schiler merken, dass eine einmalige Simulation irreflihrend sein
kann, weil auch bei kleinem Stichprobenumfang die richtige Wahrscheinlichkeit zufallig
getroffen werden kann. Erkenntnisse bringt also nur eine Serie von Simulationen, deren
Streuung entweder Uber die Standardabweichung oder notfalls auch tber die Spann-
weite erfasst werden kann.

Danach kommt die Phase, in der die Schiler in Gruppen bestimmte Thesen durch ge-
zielt ausgewahlte Simulationen (siehe M 5) untersuchen. Dazu ist es wichtig, dass jeder
Gruppe mindestens ein PC oder Laptop zur Verfligung steht, damit Ihre Schiler ihre
Ideen ausprobieren und umsetzen kénnen. Zum Beispiel durch Kopieren der Haufig-
keitsverteilungen in ein Worddokument konnen sie ihre Ergebnisse anschlieRend den
Mitschilern prasentieren. Falls Sie diese Untersuchungen aufgrund der Rahmenbedin-
gungen auch im Plenum machen missen, sollten Sie sich auf die Aussagen b) oder ¢)
konzentrieren. Material M 6 kdnnen Sie zur Leistungsiiberprifung einsetzen. Aufgabe 2
erfordert allerdings eine ausfuhrliche Bearbeitung und Besprechung von M 4.

Minimalplan
Wenn Sie wenig Zeit haben, kdnnen Sie das Arbeitsblatt zur Verbesserung der Schatzun-
gen (M 5) weglassen.
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