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Mit algebraischen Mitteln die
Geometrie erforschen

Wolfgang Gobels
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In diesem Beitrag entdecken lhre Schiilerinnen und Schiiler geometrische Beziehungen bei Stre-
cken, ebenen Figuren und Korpern und leiten daraus besondere algebraische GesetzmaRigkeiten
her. In diesem Zusammenhang wird das Textverstandnis gefordert und die mathematische Problem-
6sekompetenz trainiert.

KOMPETENZPROFIL

Klassenstufe:  9/10 (G8)

Dauer: 10-13 Unterrichtsstunden

Inhalt: Geometrische Zusammenhdnge bei Strecken, ebenen Figuren und Korpern
erkennen und daraus besondere algebraische GesetzmaRigkeiten herleiten

Kompetenzen: Probleme mathematisch l6sen (K2), mathematisch modellieren (K3), mathe-
matische Darstellungen verwenden (K4), mathematisch kommunizieren (K6)

lhr Plus: Forderung einer kreativen Denkweise durch Verkniipfungen zwischen Algebra
und Geometrie
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Auf einen Blick

Wh = Wiederholung, Ub = Ubung, Lek = Lernerfolgskontrolle

1./2. Stunde

Thema:

M1 (Wh)
M2 (Ub)
M3 (Ub)

GroBenvergleich geometrischer Figuren

Grundwissen wiederholen
Dreiecksberechnung mit Inkreis und Umkreis
Dreieck im Kreisring

3./4. Stunde
Thema: Von Flachen zu Koérpern

M4 (Ub)
M5 (Ub)

Berechnungen am Kreis und Kreisring
Vom Kreisring zum Rechteck

5./6. Stunde

o
Thema: Von Flachen zu Korpern ﬁ
[aa]
<<
M6 (Ub) Berechnungen am Kreis und Rechteck g

M7 (Ub) Fldchenbetrachtungen am Kreis

7./18.19. Stunde

Thema: Von Flachen zu Korpern

M8 (Ub) Berechnung des Volumens von verschiedenen Quadern

M9 (Ub) Fldchen- und Volumenvergleiche bei Quadern

M 10 (Ub) Volumenvergleiche bei Halbkugeln und Zylindern
@ 10. Stunde

Thema: Satz des Pythagoras weiterdenken

M 11 (Ub) Variationen zum Satz des Pythagoras
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11./12. Stunde

Thema: Proportionale Betrachtungen mit und ohne zeichnerische Unterstiitzung
M 12 (Ub) Rechtecke auf Ahnlichkeit untersuchen

M 13 (Ub) Geometrische Aussagen verstehen und rechnerisch bestatigen

13. Stunde

Thema: Lernerfolgskontrolle

M 14 (Lek) Lernerfolgskontrolle — Priife dein Wissen

Minimalplan

lhre Zeit ist knapp? Da alle Materialien weitestgehend unabhdngig voneinander einsetzbar sind,
konnen Sie bei Zeitknappheit nach Belieben Materialien auswahlen. Bevorzugen Sie hierbei Materia-
lien, die in besonderer Weise Theorie und Anwendung miteinander verkniipfen, und zwar M 2 und
M3, M4und M5, M6 und M 7 sowie M 8 und M 9. Gegebenenfalls kénnen Sie auf die beiden
letzten Materialien am ehesten verzichten.

Erklérung zu Differenzierungssymbolen

Om

Tauchen diese Symbole auf, sind die Materialien differenziert. Es gibt drei
Niveaustufen, wobei nicht jede Niveaustufe extra ausgewiesen wird.
® C) &
schwieriges Niveau

einfaches Niveau mittleres Niveau

Dieses Symbol markiert Tipps.

Die Losungen zu den Materialien finden Sie ab Seite 19.

netzwerk

IQR(A';]QMmatik Mittlere Schulformen November 2020 Z u r Vo I Ive rs I o n



https://www.netzwerk-lernen.de/Mit-algebraischen-Mitteln-die-Geometrie-erforschen

6von 28 Il Form und Raum Beitrag 46 Geometrie erforschen

M1 Grundwissen wiederholen

Diese Formeln brauchst du, um die Aufgaben in den Materialien zu bearbeiten.

Allgemeines Dreieck Rechtwinkliges Dreieck
Flacheninhalt: A =%‘c -h, Satz des Pythagoras: az+ b2 =2
Umfang: U=a+b+c Flacheninhalt: A :?
Umfang:U=a+b+c=a+b+4/ a°+b’
b a
he (>
[
C
Gleichseitiges Dreieck Rechteck
Flacheninhalt: Flacheninhalt: = A=a-b
Azﬁ.az 3 Umfang:
4
a U=2-(a+b)
Umfang: a b
U=3-a a a g
S = @
Kreis Quader 2
N i - ©
Flacheninhalt: A=n-r* Volumen: V=a-b-c
Umfang: U=2-m-r Oberflacheninhalt: 0 =2(a-b+a-c+b-q)
|
|
! c
|
|
)_ _______ L —
| ‘ a b
Zylinder Kugel
2 4 3
Volumen: V=mnrh Volumen: V:Enr
Oberflacheninhalt: 0 =2mr(r+h)
" Oberflacheninhalt: 0=4mr’
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Dreiecksberechnung mit Inkreis und Umkreis M 2

Der Erlebnispark ,Utopia” soll um einige Attraktionen erweitert werden. Um einen kreisrunden See

herum ist ein insgesamt 300 m langer Weg geplant, der die Seiten eines gleichseitigen Dreiecks be-

schreibt. Die gesamte Erweiterungsflache ist ebenfalls kreisformig.

Orientiere dich an der obigen Planskizze. Berate dich bei Bedarf mit deinem Sitznachbarn, deiner 888
Sitznachbarin oder in deiner Gruppe.

Aufgaben
1. Wie viel Quadratmeter Flache besitzt
a) der See (Flache des Inkreises
des gleichseitigen Dreiecks),
Tipp: Da das Dreieck gleichseitig
ist, fallen
— Inkreismittelpunkt,
— Umkreismittelpunkt,
— Hohenschnittpunkt und
— Schwerpunkt
zusammen. ; b
b) der gesamte Liegewiesenbereich, © RiccardoBeretta/iStock/Getty Images
c) der gesamte Erweiterungsbereich,
d) der gesamte Erlebnisbereich?
2. Welchen prozentualen Anteil an der gesamten Erweiterungsfldche hat
a) der See,
b) der gesamte Liegewiesenbereich,
¢) der gesamte Erlebnisbereich?

Tipp: Verwende bei der Losung der Aufgabe 2 die Ergebnisse von Aufgabe 1.

netzwerk .
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Dreieck im Kreisring

M3

@ Verallgemeinere nun das Anwendungsproblem aus Material M 2. Das abgebildete Dreieck ABC ist
gleichseitig. Bezeichne zusatzlich die Dreiecksseite mit a, die Dreieckshéhe mit h, den Inkreisradius
mit r und den Umkreisradius mit R. Alle weiteren Beziehungen zwischen den Linien der Gesamtfigur
ergeben sich unmittelbar aus der Abbildung. Vertiefe dich deshalb zundchst einmal konzentriert in
den dargestellten Sachverhalt.

Erortere die Gesamtfigur bei Bedarf mit deinem Sitznachbarn oder deiner Sitznachbarin, indem ihr
die Formeln fiir den Flacheninhalt des Umkreises, des Inkreises, des Kreisrings (= Fldche zwischen
Umkreis und Inkreis), des Dreiecks ABC und der hellgrauen und dunkelgrauen Flache aufstellt.

C

© RAABE 2020

Aufgaben
Beweise die folgenden Aussagen:
1. Die Umkreisflache ist genau viermal so grof8 wie die Inkreisflache.

343
2. Die Dreiecksflache ist i ~ 1,65 mal so grol3 wie die Inkreisflache.
T

4Tt
3/3
. « a o bm— \/7 - « ,
4. Die hellgrau gefarbte Flache ist ———— ~ 3,59 mal so groB wie die dunkelgrau gefarbte Flache.

33
3\/_3—75

Tipps:
— M teilt die Dreieckshohe h (von C aus) im Verhaltnis 2 : 1.

— Zeige mit Hilfe des Satzes von Pythagoras:

hzga, rzga,Rzga

— Beachte bei der Losung der vier Aufgabenteile auRer diesen Beziehungen auch insbesondere die
bekannten Formeln fiir die Flacheninhalte des Dreiecks und des Kreises.

3. Die Umkreisflache ist ~ 2,42 mal so gro§ wie die Dreiecksflache.
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M 14 Lernerfolgskontrolle — Priife dein Wissen

Aufgaben

1. Konstruiere den Inkreis, den Umkreis, den Hohenschnittpunkt und den Schwerpunkt eines Drei-
ecksmita=8cm,b=7cmundc=9cm.

2. Gegeben sei ein Rechteck mit den Seitenldngen a = 6 cm und b = 10 cm und ein dazu dhnliches
Rechteck mit der Lange a" = 3 cm der kiirzeren Seite.

Berechne die fehlende Lange b’

3. Berechne in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Seitenldngen a = 15 cm und b = 10 cm die
Weite der Winkel o und B, und zwar sowohl mit Tangens als auch mit Kotangens, sowie die
Seitenldnge c.

4. Gegeben sei ein Quadrat mit Inkreis und Umkreis. Seine Sei-
tenldnge sei a.

a) Berechne die Flacheninhalte und Umfange aller drei Figu-
ren in Abhangigkeit von a.
b) Zeige flr die Flacheninhalte A A und A

Inkreis’ * "Quadrat Umkreis®

A =T 427

Inkreis © * "Quadrat * * "Umkreis

€) Zeige fir die Umfange U u und U

Inkreis’ "~ Quadrat Umkreis®

C
NI

U =7t141\/ETC

Inkreis © ~ Quadrat * = Umkreis

5. Gegeben sei ein Rechteck R mit den Seiten-
langen a und b sowie ein Kreis K.
a) Berechne den Flacheninhaltund den Um-
fang von R in Abhdngigkeit von a und b. b
Bestimme in Abhdngigkeit von a und b
den Radius r von K so, dass K
b) flachengleich, d

¢ umfangsgleich
zu R ist.

6. Gegeben sei ein Zylinder Z mit dem Grund- )
kreis-radius r und Hohe h sowie eine quad-
ratische Saule S mit der Grundseitenldnge a
und der Hohe 2a.

a) Berechne jeweils das Volumen und den
Oberflacheninhalt von Z in Abhdngigkeit
von rund h.

Bestimme in Abhdngigkeit von r und h
die Grundseitenldnge a von S so, dass Z

b) volumengleich, ] a

¢) oberflachengleich
zu S ist.
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