Uber Kegel, die eine Kugel enthalten
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Nehmen wir einmal an, die Eiskugeln schmelzen. Dann ist die kegelformige Eistute mit
Wasser geflllt. Oder konkreter: Was passiert mit dem Wasserspiegel, wenn man die
Inkugel aus einem auf der Spitze stehenden, vollstandig mit Wasser gefillten Kegel ent-
fernt? Versucht man dieses oder dhnliche Probleme zu lGsen, sind verschiedene Teil-
gebiete der Mathematik hilfreich. So kdnnen beispielsweise Kenntnisse aus elementarer
Geometrie, analytischer Geometrie oder der Analysis hier vernetzt werden.
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Uber Kegel, die eine Kugel enthalten

Oberstufe (Niveau)

Dr. Wilfried Zappe, Ilmenau
lllustrationen von Dr. W. Zappe, Ilmenau

Die Schiiler lernen:

— Mathematische Modelle fiir ein reales Problem aufzustellen,

— Uberschaubare mehrschrittige Argumentationen

und logische Schlisse zu entwickeln,

— Strategien zur Losung eines komplexeren Problems anzuwenden,

— verschiedene Losungswege zu beurteilen,
— digitale Mathematikwerkzeuge auszuwahlen.
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Uberblick:

Legende der Abklrzungen:
Ab = Arbeitsblatt

Thema Material Methode
Informationen und Modellierung M1 Ab
Aufgaben M 2 Ab

..............................................................................................................................................................

Erklarung zu Differenzierungssymbolen

O U

einfaches Niveau mittleres Niveau schwieriges Niveau -
@ Dieses Symbol markiert Zusatzaufgaben. g
V. _ N & ©
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Uber Kegel, die eine Kugel enthalten

Einstieg:

Konfrontieren Sie lhre Schilerinnen und Schiler® mit
folgendem Problem (Lehrervortrag mit Demonstra-
tionsexperiment):

In einem vollstandig mit Wasser gefillten Kegel mit
der Hohe h = 10,0 cm und dem Grundkreisradius
s =5,0 cm liegt eine Kugel. Die Kugel ist so beschaf-
fen, dass sie den Kegelmantel und auch die Wasser-

oberflache berihrt.

© Dr. Wilfried Zappe

Wie hoch steht das Wasser im Kegel, wenn man die
Kugel entfernt?

Geben Sie zundchst einen Schatzwert an.

Sammeln Sie Ideen fir eine rechnerische Losung dieses Problems.

Methodische Hinweise:

Die Materialien fur eine reale Veranschaulichung sind rasch zu beschaffen. Ein solches
Modell eines Hohlkegels wird sich vermutlich in fast jeder Sammlung mathematischer
Lehrmittel der Schule finden. Wenn sich keine passende Kugel in der Sammlung befin-
det, kdnnen Styroporkugeln (Durchmesser 6 cm) in einem Bastel- oder Schreibwaren-
geschaft oder uber das Internet erworben werden. Lassen Sie Ihre Schiler zundchst
Schatzungen vornehmen, ehe Sie die Kugel wirklich herausnehmen. Die Schatzungen
konnen ein brauchbares Material ergeben, um einige Eigenschaften der beschreiben-
den Statistik zu wiederholen (Mittelwerte, Standardabweichung).

L Aus Griinden der besseren Lesbarkeit wird im weiteren Verlauf nur noch ,Schiler” verwendet.
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In der Phase der Ideensammlung kann die Methode der ,Platzdeckchen” hilfreich sein.

Die Klasse/der Kurs teilt sich dafur in Vierergruppen auf.

Jede Gruppe erhdlt ein DIN-A3-Blatt,
das in vier aulRere Felder und einen zen-

tralen Bereich eingeteilt ist.

Jedes Gruppenmitglied notiert zundchst

in Stillarbeit in seinem aulleren Feld sei-

ne eigenen Ideen. Danach wird das Blatt

gedreht, sodass jeder die Notizen der an-

deren Gruppenmitglieder lesen kann. —
© Dr. Wilfried Zappe

SchlieBlich einigt man sich in der Gruppe

auf die Ideen, die man flr besonders ,fruchtbar” halt, und tragt sie in das mittlere Feld ein.

Im Anschluss werden die Ideensammlungen der Gruppen verglichen und zu einer ,Be-

arbeitungsstrategie” zusammengefasst.

Das weitere Vorgehen hdngt u. a. davon ab, welche Ergebnisse die Phase der Ideensammlung
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gebracht hat. Es ist beispielsweise denkbar, jeden Schiler individuell mit der Losungsfindung
zu betrauen, eventuell gestttzt durch eine Auswahl von Aufgaben aus der nachfolgend auf-
gefiihrten Aufgabensammlung. Die Bearbeitung des Problems kann aber auch in Partner-
oder weiterer Gruppenarbeit oder durch ein gezieltes Lehrer-Schiler-Gesprach erfolgen.
Welche der Aufgaben ausgewahlt werden, das hangt von der Jahrgangsstufe und auch
von den zur Verfligung stehenden digitalen Mathematikwerkzeugen sowie der zur Ver-
fligung stehenden Unterrichtszeit ab.

@ Hinweis: Einige Aufgaben sollen mithilfe von Software geldst werden. Dafir bie-
ten sich die kostenlosen Online-Versionen von GeoGebra an (kein Download und

keine Anmeldung notwendig und auch auf dem Smartphone verwendbar):
» CAS-Rechner: https.//www.geogebra.org/cas
> DGS: https.//www.geogebra.org/classic

Die CAS-Rechnungen und DGS-Bilder im Beitrag wurden zum Teil mit TI-Nspire erstellt.
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M 1 Ideen zur mathematischen Modellierung

Der Sachverhalt ist gegeben als ein auf der Spitze stehender ge-

rader Kreiskegel mit der Hohe h und dem Grundkreisradius s mit

seiner Inkugel, die einen Radius r hat.

NUtzlich zur Veranschaulichung ist ein Achsenschnitt, der ggf. in

ein kartesisches Koordinatensystem gelegt wird. © Dr. Wilfried Zappe
Im Achsenschnitt ergibt das Modell ein
gleichschenkliges Dreieck mit einem
Inkreis.

Der Radius des Inkreises steht senk-
recht zu den Dreiecksseiten.

Radius und Berlhrpunkt lassen sich
mithilfe der Analysis bestimmen:

b4
T2 3 456 7 8 370

£9 8 7@ 5%4 3 2 1
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Die Gerade g, ist Tangente am Kreis k. Fur g. und den Kreis k lassen sich Funktions-
gleichungen angeben. Im Punkt T, dem Berlhrpunkt von g und k, missen die Funk-
tionswerte und die Anstiege ubereinstimmen. Der Punkt T liegt auf dem unteren, zu
k gehdrenden Halbkreis. Wenn die Kugel aus dem Kegel entfernt wird, dann bleibt ein
Restvolumen, das sich aus der Differenz der Volumina von Kegel und Kugel ergibt.

Die Volumina von Kegel und Kegel lassen sich durch bekannte Formeln berechnen.

Das Restvolumen hat die Form eines zum gegebenen Kegel ahnlichen Kegels.

Da man das Restvolumen kennt, kann daraus die Hohe des Wasserstandes berechnet
werden.
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