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Diese Unterrichtseinheit bietet anhand authentischer Kontexte die Mdoglichkeit, ins-
besondere die Kompetenzbereiche Modellieren und Werkzeuge nutzen zu stdrken.
Mathematik kann sich nur im Wechselspiel zwischen der Theorie und der Realitdt ent-
wickeln, um so einen Beitrag zu leisten, die uns umgebende Welt zu verstehen und
mitzugestalten. Die Materialien erlauben weitgehend eine selbststandige Erarbeitung
der Sachzusammenhdnge. Der GTR nimmt in diesem Beitrag einen breiten Raum ein,
zum einen ist er ein wichtiges Hilfsmittel flr die Berechnungen und grafischen Darstel-
lungen im Zusammenhang mit Modellfunktionen, zum anderen bietet er Experimentier-
moglichkeiten, um beispielsweise die e-Funktion als Losung der Zerfallsgleichung durch
Probieren zu finden.
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Die Entwicklung von Covid-19 aus
mathematischer Sicht

Oberstufe (Leistungskurs)

Udo Mihlenfeld, Hiddenhausen
[llustrationen von Udo Mihlenfeld

Die Schiiler lernen:

— Messwerte grafisch darzustellen,

— Modellfunktionen sicher anzuwenden,
— mit der Exponentialfunktion zu rechnen,
— den GTR souveran einzusetzen.
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Kompetenzprofil
Inhalt: Messwerte grafisch darstellen, Regression mit verschiedenen Funktio-

nen, Modellfunktionen anwenden und validieren, Wachstumsmodelle
vergleichen, Parameterkurven, Glockenkurve, Euler'sche Zahl, stetige
Verzinsung, Wachstumsgleichung

Medien: GTR, Online-Recherche

Kompetenzen: mathematisch modellieren (K3), mit symbolischen, formalen und tech-
nischen Elementen der Mathematik umgehen (K5), kommunizieren (K6)
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Kompetenzbereich Modellieren —
Die Entwicklung von Covid-19 aus
mathematischer Sicht — Hinweise
Prof. Josef Leisen stellt in seinem Beitrag

,Kompetenzorientierung — Vom handelnden Umgang mit Wissen und Werten”
(Quelle: http://iwww.lehr-lern-modell. de/kompetenzorientierung, aufgerufen am 1.09.2020)

vier Kernaussagen zum kompetenzorientierten Unterricht auf:

— Kompetenz ist der handelnde Umgang mit Wissen und Werten.

— Kompetenzen werden an Inhalten im handelnden Umgang erworben.

— Kompetenzen werden erworben und nachgewiesen, wenn die Lerner authentische
Anforderungssituationen bewdltigen mussen.

— Die Kompetenzentwicklung ist nicht an Kontexte gebunden, diese beglinstigen
jedoch die Kompetenzentwicklung.

Authentische Anforderungssituationen, von denen Schilerinnen und Schiler! betroffen
sind, finden sich in der Corona-Krise. Sie stellt zwar eine enorme Belastung fur die Ge-
sellschaft und die Gesundheit der Menschen in vielen Aspekten dar, bietet aber aus
mathematischer Sichtweise umfangreiches Zahlenmaterial. Auf dieser Basis kann die
Kernkompetenz des sinnstiftenden Modellierens gefordert werden. Der gewlnschte
handelnde Umgang mit Wissen und Werten erfordert an dieser Stelle den Einsatz des
GTR, um das umfangreiche Datenmaterial zu prasentieren und zu verarbeiten.

In der Bevolkerung bestehen wenn Uberhaupt nur vage Vorstellungen tber das Wachs-
tum, in der Regel wird nur zwischen linearem Wachstum (die Werte steigen gleichmaRig
an) und exponentiellem Wachstum (die Werte steigen schnell an) unterschieden, ohne
dass eine klare mathematische Begriffsbildung existiert.

L Aus Grinden der besseren Lesbarkeit wird im weiteren Verlauf nur noch ,Schiiler” verwendet.
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Auch Schiler sind haufig zufrieden, wenn sie zu vorhandenen Werten z. B. eine exponen-
tielle Modellfunktion gefunden haben, sodass der Graph durch moglichst viele Mess-
punkte verlduft.

Hier muss die Transparenz geschaffen werden, die Sinnhaftigkeit der Modellierung heraus-
zuarbeiten: welcher Nutzen ergibt sich aus der Kenntnis der Modellfunktion? Diese Punkte
werden jetzt konkret an den einzelnen Bldttern des Aufgabenmaterials verdeutlicht.

Im Material M 1 visualisieren die Lernenden zunachst einmal authentische Daten, um
die Entwicklung in den ersten drei Wochen der Pandemie in Deutschland zu beschreiben.
Dann untersuchen sie, ob sie die subjektiv empfundene exponentielle Entwicklung auch
durch andere Funktionen angemessen beschreiben konnen. Die Schiiller missen erken-
nen und verstehen, warum es nicht die eine richtige Losung geben kann.
Methodisch bietet sich bei Teilaufgabe 3 eine arbeitsteilige Gruppenarbeit an, bei
der im Anschluss die Ergebnisse prasentiert und im Plenum diskutiert werden.
Die Schiiler konnen erganzend dazu Recherche-Aufgaben bearbeiten, etwa warum die
Johns-Hopkins-Universitat in den USA zu etwas anderen Zahlen kommt.

© RAABE 2020

Im Material M 2 riicken zwei Aspekte in den Vordergrund, die die Sinnhaftigkeit der Mo-
dellierung in den Vordergrund stellen: Die Schiiler wenden eine Modellfunktion an, um
Verdopplungszeiten zu bestimmen, die flr die Einschatzung der weiteren Entwicklung
und die Wirksamkeit eingeleiteter MaRRnahmen eine hohe Aussagekraft besitzen. Zum
anderen konnen sie beurteilen, ob die gewahlte Modellfunktion Uber den Zeitraum hi-
naus geeignet ist, indem sie die Funktionswerte mit den real existierenden Messwerten
vergleichen. Methodisch konnen auch hier die Gruppen alternativ mit ihren Ergebnissen
von Blatt 1 weiterarbeiten.

Im Material M 3 wird der Ausblick in die Zukunft thematisiert. Inhaltlich werden ver-
schiedene Wachstumsmodelle miteinander verglichen. Dies gelingt den Lernenden
leichter — um noch einmal den Blick auf Leisens vierte Kernaussage zu lenken —, wenn

sie die Modelle im Kontext der Corona-Krise diskutieren. Zugleich werden bei einer para-
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meterabhangigen Kurvendiskussion die Bedeutung der Parameter und deren Verande-
rung in den Kontext eingebunden. Nehmen Sie sich an dieser Stelle die Zeit, um den
vielfaltigen Eindriicken und auch Angsten der Schiiler Raum zu geben. Vielleicht gibt es
neben den vier angebotenen Szenarien flr die fernere Entwicklung auch Abldufe, die aus
Sicht der Schaler viel wahrscheinlicher sind.

Im Material M 4 bauen die Schiiler ein vertieftes Verstandnis fur die Euler'sche Zahl e als
Basis einer Exponentialfunktion auf. Die e-Funktion verknipfen sie inhaltlich meist nur
mit der Vorstellung, eine Funktion zu haben, die mit ihrer Ableitungsfunktion identisch
ist. Um Leisens zweiter Kernaussage gerecht zu werden, wird ein handelnder Umgang
in neuen Kontexten thematisiert, in denen die Euler'sche Zahl beildufig im Prozess als
Ergebnis abfallt.

Das Material M 5 stellt Tipps zur Verfigung, die in Form individueller Forderung genutzt
werden konnen, um die Bedienkompetenz des GTR zu starken. Dieses Material ist als
Selbstlernmaterial konzipiert und kann den Schiilern ganz oder in Teilen zur Verfligung
gestellt werden. Denn der Kompetenzbereich Modellieren ist untrennbar mit dem
Kompetenzbereich Werkzeuge nutzen verbunden. Dazu heif3t es z. B. im Kernlehrplan
Mathematik flr die gymnasiale Oberstufe in Nordrhein-Westfalen: Die digitalen Werk-
zeuge ,erlauben es, grolRere Datenmengen zu verarbeiten, und erweitern die Moglich-
keiten, komplexe Probleme numerisch, grafisch und algebraisch zu bearbeiten. Dadurch
kann die Bearbeitung auf den eigentlichen mathematischen Kern konzentriert werden.”
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Theorie - tabellarische Ubersicht

Die Darstellung der Theorie in einzelnen Abschnitten ermdglicht es Ihren Schilern, ein-
zelne Aspekte der moglichen Wachstumsfunktionen zur Modellierung individuell zu ver-

tiefen, zu wiederholen und an Beispielen zu sehen.

Art des
Wachstums

+

Mégliche Wachstumsfunktionen fiir X€Ej

Potenzfunktion:
f(x)=a-x"; a,beR?

Polynomfunktion:

f(x) =a x" +..+ax* +ax+a,; a,, neN

n’

Exponentialfunktion zur Basis a:

Unbegrenztes | f(x)— .5 ceR’, aeR"\{1}, genauer a>1
Wachstum

|
Natiirliche Exponentialfunktion: y
f(x)=c-e**; k,ceR*

Mit a=e"’; aeR"gilt:

lna)x x-lna

f(x)=c-a*=c- (™) =c-e

c:/Anfangsbestand

| X
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Begrenztes Wachstumsfunktion: y
Wachstum | f(x)=a+b-e™; beR", keR"
a + b: Anfangszustand
a: Grenzbestand, Sattigung

a+b

Logistisches Logistische Funktion: y

Wachstum f(x) = %; k,a,beR"

1+b-e a

2. Anfangsbestand
1+b

a/(1+b)

a: Grenzbestand, Sattigung
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M1 Ein Datensatz — unterschiedliche Modellfunktionen

Die kumulierten Anzahlen der bestatigten SARS-CoV-2-Fdlle in Deutschland wurden den
tdglichen Situationsberichten des Robert-Koch-Institutes in Berlin? entnommen:

Datum 04.03.20 05.03.20 06.03.20 07.03.20 08.03.20 09.03.20 10.03.20
Tag 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 262 400 639 795 902 1139 1296

Datum 11.03.20 12.03.20 13.03.20 14.03.20 15.03.20 16.03.20 17.03.20
Tag 8 9 10 11 12 | 13 14

——

Anzahl 1567 2369 3062 3795 4838 6012 7156

Datum 18.03.20 19.03.20 20.03.20 21.03.20 22.03.20 23.03.20 24.03.20

Tag 15 16 17 <118 19 20 21

|
= —T

Anzahl 8198 10999 | 13957 | 16662 | 18610 | 22672 | 27436

1. Stellen Sie die Daten mithilfe der Tabellenkalkulation des GTR grafisch dar.

2. Beschreiben Sie, wie sich die Anzahl der bestdtigten Falle in diesen drei Wochen
entwickelt hat.

3. Um die Entwicklung der Anzahl der bestdtigten Fdlle in diesem Zeitraum mathe-
matisch zu beschreiben, sind verschiedene Modellfunktionen denkbar. Ermitteln Sie
mithilfe einer Regression jeweils eine mogliche Modellfunktion. Infrage kommen
dabei
a) eine Exponentialfunktion f mit f(x)
b) eine Exponentialfunktion f mit f(x)
c) eine Potenzfunktion f mit f(x) =a-x’,
d) eine Polynomfunktion f.

4. Bewerten Sie die Ergebnisse aus Teilaufgabe 3, inwieweit die Funktionen geeignet
sind, die Situation vom 4. Mdrz bis 24. Mdrz sachangemessen zu beschreiben.

7

C-a
C.ek~><

!

o

2 https://www.rki.de/DE/Content/InfAZ/N/Neuartiges Coronavirus/Situationsberichte/2020-03-18-de.
pdf? _blob=publicationFile, aufgerufen am 1.09.2020
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M2 Modellfunktionen anwenden und validieren

Hinweis: Verwenden Sie flr die folgenden Fragestellungen die Modellfunktion

. von M 1, die die Situation vom 4. Mdrz bis 24. Mdrz am besten beschreibt. Fur
eine erste Beurteilung der Entwicklung der Pandemie ist die Anderung der Ver-
dopplungszeit, also der Zeit, in der sich die Anzahl der bestatigten Falle bei etwa
gleichem Testumfang verdoppelt, von Bedeutung.

Aufgaben

1. Ermitteln Sie fir den in M 1 untersuchten Zeitraum mithilfe der Modellfunktion je-
weils die Verdopplungszeiten. Stellen Sie Ihre Entwicklung als Sdulendiagramm dar.

2. Das umfangreiche Datenmaterial des Robert-Koch-Institutes in Berlin erlaubt es
nun, die mithilfe der Modellfunktion getatigten Vorhersagen fir die weitere Entwick-
lung mit den realen Daten zu vergleichen.

Datum 25.03.20 26.03.20 27.03.20 28.03.20’28.03.20 30.03.20 31.03.20
Tag 22 23 24 . 25 26 27 28

Anzahl 31554 | 36508 y 42@8 48582 | 52547 | 57298 | 61913

© RAABE 2020

o SR N
Datum 01.04.20 02.04.20 03.04.20 04.04.20 05.04.20 06.04.20 07.04.20

Tag 29 ™~ 30 31 32 33 34 35

Anzahl 67366 @ 73522 79696 | 85778 | 91714 | 95391 | 99225

a) Berechnen Sie mithilfe der Modellfunktion die Anzahl der kumulierten, besta-
tigten Falle am 31.03.20 und 07.04.2020 und vergleichen Sie die Werte mit den
Angaben aus der Tabelle.

b) Vergleichen Sie die reale Entwicklung der kumulierten bestatigten Falle mit den
Werten, die sich aus der Modellfunktion ergeben, indem Sie fir den Zeitraum
vom 25. Marz bis 7. April beide grafisch darstellen.
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3. Untersuchen Sie, inwieweit eine Anpassung der infrage kommenden Modellfunktio-
nen mit Blick auf den gesamten Zeitraum vom 4. Marz bis zum 7. April erforderlich
ist, indem Sie die gesamten Daten mithilfe der Tabellenkalkulation des GTR grafisch
darstellen und mithilfe einer Regression mogliche Modellfunktionen ermitteln.

4. Nehmen Sie eine Neubewertung der Ergebnisse aus Teilaufgabe 3 von M 1 vor, in-
wieweit die nun ermittelten Funktionen geeignet sind, die Situation vom 4. Marz bis
7. April sachangemessen zu beschreiben.

5. Ermitteln Sie flr den gesamten Zeitraum mithilfe der nun optimalen Modellfunktion

jeweils die Verdoppelungszeiten der bestatigten Falle und stellen Sie ihre Entwicklung
als Saulendiagramm dar. Vergleichen Sie mit den Ergebnissen aus Teilaufgabe 1.
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M3 Modellierung moglicher Szenarien

Neben der mathematischen Strukturierung der Situation zu Beginn der Pandemie ist der
Blick in die Zukunft genauso wichtig, um die Folgen der Erkrankungen und die Behand-
lungsmaglichkeiten realistisch einschatzen zu konnen.

1. Die Mathematik zeigt mehrere Moglichkeiten auf, Wachstumsprozesse zu beschreiben:

raD {11 B
3
X
Unbegrenztes Wachstum Begrenztes Wachstum 2
12113 |14 o
L3
Logistisches Wachstum ,Glockenkurve”

a) Welche Pandemieverldufe (Anzahl der aktiv Infizierten) sind denkbar? Recher-
chieren Sie dazu etwa im Internet und verschaffen Sie sich einen guten Uber-
blick Uber das Geschehen.

b) Begriinden Sie, warum es zu einem Verlauf wie in 1.4 kommen kann.
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2. Mathematisch lsst sich die Glockenkurve durch eine Funktion f mit f(x) =a+b-e™*
beschreiben, wobei dann der Zeitpunkt x = 0 willkirlich im Maximum der Funktion
gewahlt wird.

a) Begrlnden Sie, dass es im Kontext Sinn macht, den Parameter a gleich null zu
setzen.

b) Ermitteln Sie rechnerisch den Hoch- und die Wendepunkte der Glockenkurve in
Abhangigkeit von den Parametern b und c.

¢) Mit Blick auf die Leistungsfahigkeit des Gesundheitssystems werden in den
Medien vieler betroffener Lander Grafiken der folgenden Art prasentiert:

uuu-luIII||||""”””l”"”‘h:;::::" |

TIME

HOSPITALIZATIONS

© filo/DigitalVisionVectors/Getty Images Plus

Beschreiben Sie die Grafik aus mathematischer Sicht wie auch im Sachzusam-
menhang.

d) Erldutern Sie, welche Forderungen u. a. auch das Robert-Koch-Institut aus
dieser Grafik ableitet und durch welche MaBnahmen diese Zielsetzungen mog-
licherweise erreicht werden konnen.

e) Benennen Sie mogliche Nachteile, wenn der Hochpunkt noch tiefer unter der
gestrichelten Linie liegt und der Graph dadurch noch flacher verlauft.

f)  Beleuchten Sie diese Forderungen aus mathematischer Sicht, indem Sie mit-
hilfe von Teilaufgabe 2b) die Auswirkungen auf die Parameter b und ¢ untersu-
chen und mit dem GTR veranschaulichen.
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M 4 Die Basis e — die Euler’'sche Zahl im Kontext

Aufgaben

1. Bei der Verzinsung eines Kapitals werden in der Regel die Zinsen nach einem Jahr
berechnet und zum vorhandenen Kapital addiert, dieses erhdhte Kapital bildet dann
die Grundlage fur die Zinsberechnung im kommenden Jahr. Zunehmend ist es tblich,
dass die Zinsberechnung bereits halb- oder auch vierteljahrlich erfolgt.

Hinweis: Bei folgenden Uberlegungen legen wir ein Kapital von 1 € und einen
jahrlichen Zinssatz von 100 % zugrunde, um die Berechnungen zu vereinfa-
chen und den Fokus auf die Veranderung zu richten.

a) Stellen Sie jeweils einen Term fur das Endkapital K nach einem Jahr auf, und
zwar bei jahrlicher, halbjdhrlicher, monatlicher und taglicher Verzinsung, und
erlautern Sie diese.

b) Berechnen Sie die jeweiligen Werte fir das Endkapital und interpretieren Sie
die Ergebnisse.

c) Verkleinern Sie in Gedanken die Zinsintervalle bis hin zu einer sog. stetigen
Verzinsung, bei der die Zinsen quasi sofort berechnet und im gleichen Moment
dem Kapital zugeschlagen werden. Interpretieren Sie das Ergebnis.

© RAABE 2020

2. Beim radioaktiven Zerfall zerfallen anschaulich gesprochen im gleichen Zeitraum
mehr Atomkerne, wenn die Anzahl der nicht zerfallenen Kerne groRRer ist. Exakt for-

dN
muliert gilt: Die Zerfallsrate ot ist proportional zur Anzahl N der nicht zerfallenen
Kerne.

a) Begriinden Sie, dass es demnach eine Funktion geben muss, die an jeder Stelle
mit ihrer Ableitung identisch ist.

b) Argumentieren Sie anschaulich, dass es sich bei dieser Funktion um eine Expo-
nentialfunktion handeln kdnnte.

¢) Ermitteln Sie die Basis dieser Exponentialfunktion f, indem Sie fur verschiedene
Basen a den Graphen von f mit f(x) =a" und der Ableitungsfunktion f" mit dem
GTR in einem gemeinsamen Koordinatensystem grafisch darstellen.

Hinweis:
Dazu muss der Term der Ableitungsfunktion nicht berechnet werden.
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M5  Werkzeuge nutzen — Tippkarten fiir TI-NSpire CX

Daten mit der Tabellenkalkulation grafisch darstellen

Offnen Sie mit und (4] die Tabellenkalkulation. Geben Sie in den Feldern A und B die
Namen fur die Variablen mit n und anz ein. Geben Sie direkt unter dem Feld A den Befehl
=seq(i,i,1,21) ein und schlieRen Sie mit ab. Dadurch wird die Zeitreihe automatisch
ausgefullt. Tragen Sie die Anzahlen aus der Tabelle in die Felder B1 bis B21 ein.
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Offnen Sie mit (o], und (5] das Statistikmenu. Klicken Sie auf den unteren Rand
und wahlen Sie als Variable n aus, klicken Sie auf den linken Rand und wahlen Sie als
Variable anz aus.
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Klicken flr mehr Variablen n
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