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Dynamische Geometriesoftware macht Geometrie lebendig. Eigenschaften von Dreiecks-
transversalen konnen so schon in der Mittelstufe sehr anschaulich vermittelt werden.
Oft bleibt man jedoch in dieser Jahrgangsstufe bei der Betrachtung von Ortskurven ste-
hen. In der Oberstufe eignen sich die Schuler Verfahren der analytischen Geometrie an.
Diese bilden die Grundlage, mit der die Lernenden das Thema Dreieckstransversalen
tiefer durchdringen kdnnen. So stellen sie Gleichungen von Ortskurven markanter Punk-
te auf und setzen Computeralgebrasysteme ein, um den Rechenaufwand zu minimieren.
Die Verknuipfung digitaler Mathematikwerkzeuge mit der analytischen Betrachtung der
Ortskurven von Dreieckstransversalen bildet den Schwerpunkt dieses Beitrages.
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Die Schiiler lernen:

— Eigenschaften von Dreieckstransversalen wiederholend kennen,

— Gleichungen eines Kreises in kartesischen Koordinaten sowie in vektorieller Form
zu verstehen und anzuwenden,

— Geradengleichungen fur Dreieckstranversalen aufzustellen,

— Verfahren zu Schnittpunktsberechnungen anzuwenden,

— Gleichungen von Ortskurven aufzustellen und zu interpretieren,

— Kreise, Parabel und Gerade als Leitlinie zu benutzen,

— ihre Kenntnisse im Umgang mit dynamischer Geometriesoftware und einem Com-
puteralgebrasystem zu vertiefen (hier mit TI-Nspire CX CAS).
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Uberblick:

Legende der Abklrzungen:
Ab = Arbeitsblatt Fo = Folie LEK = Lernerfolgskontrolle
Wh = Wiederholungsblatt

Thema Material Methode
Wiederholen Sie das Thema ,Dreieckstransversalen”! | M 1 Ab, Wh
Gleichungen eines Kreises M 2 Ab
Ortskurve des Schnittpunktes der Mittelsenkrechten M3 Ab
Aufgaben zur Ubung M 4_ N Ab
Variationen der Aufgabenstellung —[M 5 N Ab

Sind Sie fit? — Testen Sie Ihr Wissen! N MZ— LEK
Foliezu M 4 und M 5 ———II\_/I7 Fo
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Erklarung zu Differenzierungssymbolen

@) w a

einfaches Niveau mittleres Niveau schwieriges Niveau

@ Dieses Symbol markiert Zusatzaufgaben.
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Ortskurven von Dreieckstransversalen

Gegeben ist ein Dreieck ABC. Der Punkt C liegt auf dem Kreis k.

Wir untersuchen, auf welchen Kurven sich Schnittpunkte von Dreieckstranversalen
(Geraden, die Dreiecke schneiden) bewegen, wenn C auf dem Kreis k ,wandert”. Dabei
kommen im Wesentlichen Kenntnisse aus der elementaren Geometrie sowie der ana-
lytischen und Vektorgeometrie zur Anwendung.

& 1.1 | 2.1 | 3.1 *Ortskurven DEGDX

Zur Veranschaulichung ist der Einsatz einer dynamischen Geometriesoftware (z. B. Geo-
Gebra Classic, https.//www.geogebra.org) am PC oder auch auf dem Smartphone sinn-

voll. Diese kdnnen Sie auch nutzen, um rechnerisch ermittelte Ergebnisse einer Selbst-
kontrolle zu unterziehen. Die verlangten rechnerischen Herleitungen lassen sich mithilfe
einer Computeralgebrasoftware (CAS), z. B. GeoGebra CAS, ohne groen Aufwand um-
setzen. Hier wurden die dynamische Geometriesoftware und das Computeralgebrasys-
tem der Software , TI-Nspire CX CAS” genutzt.

Tipp: Auf der Seite https./wiki.geogebra.org/de/Kategorie:Befehle finden Sie eine
Liste von GeoGebra-Befehlen.
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M 1 Wiederholen Sie das Thema , Dreieckstransversalen”!

Konstruktion und Eigenschaften

@ Aufgabe 1

a) Zeichnen Sie das Dreieck ABC mit A(312), B(14l4) und C(5/10).
b) Konstruieren Sie nur mit Zirkel und Lineal den Umkreis des Dreiecks ABC.
¢) Beschreiben und begriinden Sie Ihre Konstruktion.

@ Aufgabe 2

a) Zeichnen Sie das Dreieck ABC mit A(312), B(14l4) und C(5/10).
b) Konstruieren Sie nur mit Zirkel und Lineal den Inkreis des Dreiecks ABC.
¢) Beschreiben und begriinden Sie Ihre Konstruktion.

@ Aufgabe 3

Zeichnen Sie mit Ihrer DGS (z. B. GeoGebra) ein beliebiges Dreiecke ABC. Konstruieren Sie
e den Schnittpunkt S der Seitenhalbierenden (Schwerpunkt),

» den Schnittpunkt H der Hohen

» sowie den Schnittpunkt M der Mittelsenkrechten

des Dreiecks ABC.

Verbinden Sie S und H durch eine Gerade g. Blenden Sie alle nicht bendtigten Hilfslinien
aus, sodass nur noch das Dreieck, die Punkte S, H, M und g auf der Zeichenflache zu
sehen sind. Verandern Sie die Gestalt des Dreiecks ABC im Zugmodus durch Ziehen an
einem der Eckpunkte. Beobachten und beschreiben Sie die Lage von M bezlglich der
Geraden g.
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senkrechten konstruieren. Mit deren Hilfe lassen sich dann die Seitenhalbierenden
einzeichnen. Sie kdnnen mit einem Rechtsklick auf ein Objekt (Gerade, Punkt, etc.)
dieses ausblenden, wenn sie den Haken vor ,Objekt anzeigen” entfernen.
Der ,Zugmodus” ist in GeoGebra das Werkzeug mit dem Mauszeiger ganz links ,Be-
wege”.

Tipps: Wenn Sie GeoGebra Classic verwenden, dann sollten Sie zundchst die Mittel-
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M2  Gleichungen eines Kreises

Eine Gerade g lasst sich sowohl durch eine Gleichung als auch durch eine Parameterdar-
stellung mithilfe von Vektoren analytisch beschreiben, wie dieses Beispiel veranschaulicht:

y=2-x-3

/ / {x:i(!)=3+r
yalr)=3+2-1

3 1
y=2x-13 Y:( J+t- Zj mit teR

Auf analoge Weise lassen sich auch flr einen Kreis k.sowohl eine Gleichung als auch eine

Parameterdarstellung mithilfe von Vektoren angeben. Beispiel Einheitskreis (Kreis mit
Mittelpunkt M(0I 0) und Radius r = 1):

Ay

el sin{‘f}
s

T > cos()
/ {xz(r}-oos(r}K/

yl(!}=si.n[t]
2 22 - . —— cos(t)
X“+y- =1 Fur jeden Winkel te R gilt: OP(t)=| . )
sin
Kreis mit Mittelpunkt M(al b) und Radius r:

EEREEREER > *Ortskuven_2
Ay

{x}((}- 3= cos{:)
¥3(e)=4+2-sin(?)

— cos(t)) .
OP(t) =OM+r - mit te R

sin(t)
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M 3 Ortskurve des Schnittpunktes M der Mittelsenkrechten

Gegeben ist ein Dreieck ABC mit A(=410), B(410) und C.

Der Punkt C hat keine festen Koordinaten, sondern liegt auf dem Kreis k mit dem Mittel-
punkt (018) und dem Radius 2.

Gesucht ist sowohl die Geometriespur des Schnittpunktes M der Mittelsenkrechten die-
ses Dreiecks als auch eine Gleichung des Ortsvektors von M in Parameterform.
Bemerkung: Die Geometriespur des Punktes M ist die grafische Darstellung der Veran-
derung von M, wenn der Punkt C auf der Kreislinie k verschoben wird.

Die Geometriespur (GeoGebra: Rechtsklick

raD ] X

b *Ortskurven_2
auf Punkt: ,Spur anzeigen”) lasst die Vermu-
tung zu, dass M sich auf einer Strecke bewegt.
Diese Strecke liegt auf der y-Achse, weil die

Mittelsenkrechte der Dreieckseite AB auf der
y-Achse liegt, also fur alle Punkte dieser Mittel-

senkrechten x = 0 gilt.

-1!-3-:?-5-5-71-3-2-11 1234567839 |

Eine Gleichung fiur alle Punkte M (Ortskurve -
von M) wird mithilfe der analytischen Geome-

4.2 m Ortskurven_2

trie ermittelt. Dabei ist es sinnvoll, ein CAS zu | ...[ 2: cos(e) ] [ 2cos() |
verwenden 8+2-sin(r) 2 sin(z)+8_
Der Kreis k kann durch folgende Parameter- ‘ [-04_
darstellung in vektorieller Form angegeben | c=c-q [2. cos(f)+4]
werden: 2 sin(g)+8

. a+c cos 1‘)-2
k(t) _ 2- COS(t) mit rr:=T Lin Yed i

8+2-sin(t)

teR; 0<t<2n
Der Punkt C hat demzufolge die Koordinaten

C(2cos(t)18+2sin(t)).
Wegen A(=410) hat der Mittelpunkt T der Strecke AC die Koordinaten
T(—Z +cos(t) 4+ sin(t)) (siehe Berechnungen rechts).
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Der Vektor
— — [2cos(t)—(-4 2cos(t)+4
ACt)=ac = () (=4) = ()

8+2sin(t)—0 8+2sin(t)
ist senkrecht zum Richtungsveﬁor vj der (EEREEAEN> Orsvurven_2 i
Mittelsenkrechten der Strecke AC. vb:=[ . sin(:)+8] [2_ sin(r)+8] ~
Es muss deshalb das Skalarprodukt der bei- -2 cos(¢)-4 -2 cos())-4
den Vektoren AC und v, den Wert null ha- | detPlac,2) f
ben: xb{?'): =tf+r Vb Fertig
AC o V: =0. xels)z=s- [0] Fertig

_ 1

Damit kann z. B. v, so gewahlt werden:
—  — [ 8+2sin(t)
v, () =vb= :

—4—2 cos(t)

- (X -
Begriindung: Das Skalarprodukt zweier Vektoren der Form a =( ] und b =( y J hat
y —X

den Wert x-y+y-(-x)=0, d. h., die Vektoren 3@ und b sind orthogonal zueinander.

Damit lasst sich eine Gleichung der Mittelsenkrechten der Strecke AC angeben durch

. — = — [—2+cos(t) 8+2sin(t)
=0T(t) +r-v (t)=tt+r-vb= ) +r
4 +sin(t) —4—2cos(t) ).

Die Gleichung der Mittelsenkrechten der Strecke AB ist z. B. durch

- — 0 0
X, =Xc(s) = (Oj +5 (J gegeben, weil sie senkrecht auf der x-Achse steht.

Durch-Gleichsetzen von xT, und Z lassen BEEEREXN ) Ortskurven_2

sich die Parameter r und s und damit der |solbe(xb()=xc(s).s)

Ortsvektor des Schnittpunktes M der Mittel- (°°5(’ L sin(¢)+13
(sm(r) ) sin(r)+4

senkrechten bestimmen.

Tipp: Beim ,GeoGebra CAS”-Rechner geht das mit dem Befehl:
Lose({-2+cos(t)+r*(8+2*sin(t))=0, 4+sin(t)+r*(-4-2*cos(t))=s}, {r, s}

(Die Darstellung der Losung kann zur hier gezeigten abweichen.)
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Ergebnis: ) 42 m Ortskumven_2
Die Gleichung der Ortskurve des Schnittpunktes SO’LE(ﬂ’(")'x‘(Z)""-’{)J } 0 i
e £-2 8- sinlg)+13
M der Mittelsenkrechten lautet in vektorieller "‘2_;:11(:)+4) and s= Sin(d;
Schreibweise w[ ~(cosl)-2) ) 0
0 2- (sin(1)+4) 3'%(;)*:3
_— sinig)+
OM(t) =| 8sin(t)+13 _
Bt S rMm( 8- sin(f)+13 ,:)| baccn D
sin(t)+4 sin(d+a ) 2 B

mtte R0<t<2n.

Alle Punkte M liegen auf der y-Achse mit I\/I(Oly). Der kleinste y-Wert wird flr

=21
2
t= g 290°, also ganz ,oben” am Kreis.

Mit diesen zwei Winkeln als untere und obere
Grenze erhdlt man dann folgendes Intervall flr

die y-Werte des Punktes M:

ggysz_1 ind y:8%in(t)+13 |
3 5 sin(t)+ 4

Zur Selbstkontrolle wird diese Parameterform
grafisch dargestellt.

Es ergibt sich das gleiche Bild wie bei der Konst-
ruktion mithilfe der Geometriespur.
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2270°, wenn also der Punkt C ganz ,unten” am Kreis ist, erreicht, der gréRte fiir

gsin(d)+13  3n E
sin(r)+4 2 2 <
S
8 sinl)+13 n w
fMax| ————— ¢|0<r<2 t=— @
sin(i‘)+4 2 <
o
8- sin[r)+13 :—1 21 ©
sin()+a 2 5
| v

2

B &
123 4567893
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