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Grundvorstellungen von linearen Funktionen
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Was kann man sich eigentlich unter einer ,Funktion” vorstellen? Wo finde ich sie im Alltag? Und
Uber welche Eigenschaften verfiigen Funktionen?

Die Forderung vielféltiger und intuitiver Grundvorstellungen verhilft den Schilern zu einem tiefen
Verstandnis des (linearen) Funktionsbegriffs. Die Bearbeitung anschaulicher Aufgaben aus dem All-
tag — z.B. das Schmelzen eines Schneemanns — lenkt ihre Aufmerksamkeit dabei jeweils auf eine
andere Grundvorstellung. Dies ermdglicht einen verstandnisorientieren Erwerb des Funktionsbegrif-
fes und der dazugehdrigen mathematischen Verfahrensweisen.

KOMPETENZPROFIL

Klassenstufe: 718 (G8)
Dauer: ca. 6 Unterrichtsstunden
Kompetenzen: Probleme mathematisch losen (K2), Mathematisch modellieren

(K3), Mathematische Darstellungen verwenden (K4), Mit symbo-
lischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik
umgehen (K5)
Thematische Bereiche:  Lineare Funktionen (Zuordnungs-, Kovariations- und Objektaspekt)
Medien: Texte, Schaubilder, Dynamische Geometriesoftware
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Didaktisch-methodische Hinweise

Die Grundvorstellungen des Funktionsbegriffs

Eines der Hauptziele der Mathematikdidaktik ist die Ausbildung von Grundvorstellungen. Diese ver-

leihen abstrakten Begriffen Anschaulichkeit, geben ihnen einen Sinn und einen Alltagsbezug. Wer

sich unter dem Begriff ,Funktion” etwas vorstellen, diesen Begriff vielleicht sogar mit Beispielen aus
dem Alltag verbinden kann, der hat leichteren Zugang zu den formalen und rechnerischen Aspekten
des Themas.

Man unterscheidet im Allgemeinen drei verschiedene Grundvorstellungen von Funktionen:

o Der Zuordnungsaspekt: Funktionen beschreiben Zusammenhdnge zwischen GréRen; einer
GroRRe wird genau eine zweite zugeordnet. Hierauf wird in den Arbeitsblattern M 1 und M 2
eingegangen.

« Der Kovariationsaspekt: Durch Funktionen wird deutlich, wie sich die Anderung einer GréRe
auf eine von ihr abhangige GroRe auswirkt. Hierauf wird in den Arbeitsblattern M 3 und M 4
eingegangen.

» Der Objektaspekt: Die Funktion wird als eigenstandiges mathematisches Objekt betrachtet,
das bestimmten Regeln gehorcht. Man betrachtet nicht mehr einzelne Wertepaare, sondern die
Menge aller Wertepaare. Hierauf wird im letzten Arbeitsblatt M 5 eingegangen.

Mithilfe dieses Beitrags entwickeln Ihre Schiiler eine anschauliche Vorstellung von einer Funktion

(als Zuordnung, als Abbildung, als Wachstum bzw. Abnahme, als Veranderung und schlieflich als

mathematisches Objekt). Sie Uben den Umgang mit grundlegenden Darstellungsformen fiir eine

Funktion (Wertetabelle, Graph, Gleichung) und den Darstellungswechsel. Forschend-entdeckendes

Arbeiten mit der Dynamischen Geometriesoftware GeoGebra rundet den Beitrag ab.

Bendtigtes Vorwissen der Schiiler

Die Schiilerinnen und Schiiler* sollten tber Vorwissen zu (proportionalen) Zuordnungen verfligen.
Sie sollten in diesem Zusammenhang bereits mit Wertetabellen, Koordinatensystemen und Gra-
phen gearbeitet haben. Denn auf den Arbeitsblattern werden in der Regel folgende vier Darstel-
lungsformen flr Funktionen genutzt:

« Sprachlich: eine Beschreibung der Funktion

* Tabellarisch: die Wertetabelle

« Grafisch: der Funktionsgraph

« Symbolisch: die Funktionsgleichung

Selbstverstandlich sollten sie ebenfalls die Begriffe Variable, Term und Gleichung kennen.

Die Arbeit mit den Arbeitsbldttern

Lassen Sie Ihre Schiler die Arbeitsblatter in der entsprechenden Reihenfolge bearbeiten. Fir die
Arbeitsblatter M 1-M 4 konnen Sie je eine Unterrichtsstunde veranschlagen, fiir M 5 brauchen Sie
zwei. Gehen Sie zu Beginn jeder Stunde mit der Klasse gemeinsam die Einfiihrung des aktuellen
Arbeitsblattes durch. Kldren Sie dadurch entstandene Fragen, lassen Sie die Lernenden Beispiele
zur Einfiihrung aus dem Alltag sammeln und besprechen Sie die Unterschiede zu den vorangegange-
nen Grundvorstellungen. Die Schiiler kdnnen dann einzeln (oder in Partnerarbeit) an den Aufgaben
arbeiten. Sie brauchen zum Stundenende lediglich die Ergebnisse zu sichern und offene Fragen zu
klaren.

1 Im weiteren Verlauf wird aus Griinden der besseren Lesbarkeit nur noch ,Schiiler” verwendet.
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Computer mit Dynamischer Geometriesoftware notig

Fir das Arbeitsblatt M 5 wird eine dynamische Mathematiksoftware benétigt, um die Graphen
der linearen Funktionen darzustellen, zu bewegen und zu untersuchen. Das Arbeitsblatt ist auf die
Dynamische Geometriesoftware GeoGebra ausgelegt, aber auch jede andere geeignete Software ist
maoglich.

Mit diesem Arbeitsblatt sollen die Schiler selbststandig das Verhalten der Funktionen untersu-
chen. Ihre Beobachtungen sollen sie dabei in ganzen Satzen notieren. Lassen Sie die Schiler hier
moglichst selbststandig arbeiten und geben Sie nur minimale Hilfen. Fassen Sie dann am Ende die
Beobachtungen der Schiiler mit der ganzen Klasse zusammen und lassen Sie gemeinsam passende
Merksatze fir die beiden Parameter formulieren, z.B. ,Der Parameter b verschiebt den Graphen
entlang der y-Achse nach oben oder unten. Dabei dndert sich die Steigung des Graphen nicht.
Gleichzeitig liegt der y-Achsenabschnitt immer bei b. Daher wird b auch oft Anfangswert oder Start-
wert genannt.” Der zweite Merksatz konnte lauten: ,Der Parameter m bestimmt, wie steil der Graph
ansteigt oder abfallt. Dabei entspricht die Zahl m genau der Hohendnderung, wenn man um eine
Einheit in Richtung der x-Achse nach rechts geht. Bei negativem m sinkt der Graph, und beim = 0
verlduft der Graph genau waagerecht. Daher wird m auch die Steigung des Graphen genannt.”

Bezug zu den Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz

Allg. mathe-  Leitidee Inhaltsbezogene Kompetenzen T Anforderungs-
matische Die Schiiler ... bereich
Kompetenz

K2 L4 ... finden Losungswege fiir einfache,

mathematische Aufgaben durch Analo-
giebetrachtungen.

K3 L4 ... fuhren vorgegebene Situationen direkt [
in-ein mathematisches Modell tber,

... interpretieren mathematische Ergeb-

nisse hinsichtlich einfacher Sachkontexte.

K4 L4 ... fertigen Standarddarstellungen von I-11
mathematischen Objekten und Situatio-
nen an und nutzen diese,
... kdnnen gegebene Darstellungen inter-
pretieren,
... wechseln zwischen verschiedenen
Darstellungen.

K5 L4 ... nutzen mathematische Hilfsmittel und -1l
digitale Mathematikwerkzeuge direkt,
... gehen mit mathematischen Objekten
im Kontext um,
... konnen eigenstandig Zusammenhadnge
und Besonderheiten der mathematischen
Objekte erkunden und reflektieren.
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Auf einen Blick

Legende der Abkirzungen:
Ab = Arbeitsblatt; Wh = Wiederholungsblatt

1.-3. Stunde

Thema: Erwerb von Grundvorstellungen zu linearen Funktionen
M1 (Wh) Funktionen als Zuordnung — frische dein Wissen auf!

M2 (Ab) Funktionen als Abbildung

M3 (Ab) Funktionen als Wachstum bzw. Abnahme

Benotigt: L] OH-Projektor bzw. Beamer/Whiteboard

4.—6. Stunde

Thema: Erwerb von weiteren Grundvorstellungen zu linearen Funktionen
M4 (Ab) Funktionen als Verdnderung

M5 (Ab) Funktionen als mathematisches Objekt

Benotigt: L1 OH-Projektor bzw. Beamer/Whiteboard

I 1 PC mit Dynamischer Geometriesoftware pro Schiiler(-gruppe)

© RAABE 2020

Minimalplan
Die Arbeitsblatter sind jeweils einzeln einsetzbar, wenn nur ein bestimmter Aspekt des Funktions-
begriffs herausgearbeitet oder wiederholt werden soll.

Erklarung des verwendeten Symbols
<

| Dieses Symbol steht fuir Zusatzaufgaben fiir schnelle Schiiler.

Mediathek

> https.//www.schulentwicklung.nrw.de/sinus/front _content.php?idart=3195
SINUS ist ein Projekt zur Steigerung der Effizienz des Unterrichts der MINT-Facher (Mathema-
tik, Biologie, Chemie, Physik, Informatik, Technik). Auf der angegebenen Seite wird der Kovaria-
tionsaspekt von Funktionen erkldrt. (Link zuletzt aufgerufen am 1.04.2020)
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Funktionen als Zuordnung — frische dein Wissen auf!

Einfiihrung

geht, ein Spezialfall der Zuordnungen sind, namlich eindeutige Zuordnungen, wiederholst du zu-

nachst den Zuordnungsbegriff.

M1
Zuordnungen kennst du schon. Weil Funktionen, insbesondere lineare Funktionen, um die es hier

Wir ordnen immer einer Zahl x (x nennt man eine Variable, da x fiir verschiedene Zahlenwerte ste-
hen kann) eine andere Zahly zu. Dabei kdnnen x und y ganz unterschiedliche Bedeutungen haben.

Aufgaben

1. Ordne jeder Zahl x aus der linken Menge die passende Zahly aus der rechten Menge zu, und
zwar soll jeder Zahl aus der linken Menge ihr ,5-Faches erhoht um 2” zugeordnet werden.

y=5x+2

Grafik: Dr. W. Zettlmeier

2. Martin kauft x Kisten Mineralwasser fiir je 4,50 €. Er bezahlt y €.
a) Schreibe auf: Welche GréRRe wird hier welcher zugeordnet?

b) Stelle die beschriebene proportionale Zuordnung als Wertetabelle/Graph/Gleichung dar.

Wertetabelle:

X 0 1

y 45 €

[ T T T R B
Graph: }f‘,,,;,,:k,ﬂ‘,,;,,p,ﬂ‘,,;,
I

Gleichung: y =

Grafik: Dr. W. Zettimeier

3. Ineiner Badewanne sind 20 Liter Wasser. Der Stopsel wird gezogen und jede Minute laufen 2 Li-
ter Wasser ab. Die vergangenen Minuten ab diesem Zeitpunkt (t = 0) werden mit x bezeichnet.
Die noch in der Badewanne vorhandene Wassermenge bezeichnen wir mit y.

a) Schreibe auf: Welche GréRRe wird hier welcher zugeordnet?

b) Stelle die beschriebene Zuordnung als Wertetabelle, Graph und Gleichung dar.

4. Denke dir weitere Beispiele fiir Zuordnungen aus deinem Alltag aus.

netzwerk
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Funktionen als Abbildung

Einfiihrung

Bei Funktionen wird jeder Zahl x der Definitionsmenge eindeutig eine Zahly der Zielmenge zugeord-
net. Man kann sich das auch so vorstellen, dass die Funktion jede Zahl x auf eine Zahl y abbildet.
Dabei gibt die Funktionsvorschrift an, wie genau der Abbildungsprozess geschieht.

Aufgabe 1
Diese ,Funktionsmaschine” verwandelt Zahlen. Auf der linken Seite kommen die x-Zahlen in die
Maschinen, auf der rechten Seite kommen dann die verwandelten y-Zahlen wieder heraus.

a) Ordne der jeweiligen Zahl x die richtige Zahly zu. b) Bilde alle Zahlen x der Definitionsmenge auf die Ziel-

Beispiel: 5 > 11 menge ab — entsprechend der Vorschrift.

11 2
12 0 4
25 8
-3 5 =2x+1 y=15x+5
1 4 3 -5 3 0
Do YN 1 DOl

¢) Welche Ausgangszahlen hat die Maschine verarbeitet? | d) Finde das Aaldungisgesetz.

y=4x-2

14 3511 s

10 10 — 25 3
22 6 — 17 o
-2 -42 -1 > 3

Grafiken: Dr. W. Zettimeier

Aufgabe 2

Stelle die folgenden Funktionsmaschinen jeweils als Wertetabelle, Graph und Gleichung dar. Du

sollst nur die x-Zahlen im Intervall von 0 bis 6 benutzen.

a) Eine Funktionsmaschine verfiinffacht alle Zahlen der Definitionsmenge und zieht dann jeweils
4 davon ab.

b) Eine Funktionsmaschine halbiert alle Zahlen der Definitionsmenge und addiert dann jeweils 4.
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https://www.netzwerk-lernen.de/Grundvorstellungen-von-linearen-Funktionen-Klausurvorbereitung

© RAABE 2020

| Algebra Beitrag 62 Grundvorstellungen von linearen Funktionen

7von 16

Funktionen als Wachstum bzw. Abnahme

Einfiihrung

Je nachdem, ob die Steigung einer Funktion positiv oder negativ ist, werden die Funktionswerte mit
zunehmendem x entweder immer groRer oder immer kleiner — den Fall, dass der Funktionswert
konstant ist, wollen wir hier ausklammern.

Du kannst dir eine Funktion also als ,Wachstum” bzw. ,Abnahme” vorstellen.

« Die Werte x stehen hdufig fiir Zeitpunkte, also 1 Minute, 2 Minuten, 3 Minuten usw.

 Die ,Bilder” y nehmen dann mit der Zeit zu (bei positiver Steigung) bzw. ab (bei negativer Stei-

gung).

Aufgabe 1

Ein kleiner Baum wird eingepflanzt, als er
60 cm hoch ist. Jedes Jahr wachst er um 20 cm.
Wir bezeichnen die GroRe des Baumes mit y.
x steht fir die Zeit, seit er eingepflanzt wurde
(in Jahren).

Stelle den beschriebenen Wachstumsvorgang
als Wertetabelle, Graph und Gleichung dar.

Aufgabe 2

Ein Schneemann ist 1,6 m hoch. Der Frihling setzt ein, und er beginnt zu schmelzen. Jeden Tag
verliert er 0,1 m an Hohe.

a) Schreibe auf: Welche GroRe wird hier welcher zugeordnet?

b) Stelle die beschriebene Abnahme als Wertetabelle, Graph und Gleichung dar.

Aufgabe 3

Maria ist zu Beginn der 7. Klasse 145 cm grof. Sie misst sich regelmaRig ganz genau und stellt fest,
dass sie pro Monat um 0,4 cm wachst.

a) Schreibe auf: Welche GroRRe wird hier welcher zugeordnet?

b) Stelle das beschriebene Wachstum als Wertetabelle und Funktionsgleichung dar.

¢) Wird Maria immer so weiterwachsen? Was bedeutet das fiir die Werte der Funktion?

Aufgabe 4
Schreibe auf: Worin unterscheiden sich Wachstums- und Abnahmevorgédnge jeweils bei ...
e ... der Wertetabelle?

e ... dem Graphen?
... der Funktionsgleichung?
Aufgabe 5

Finde fir Wachstum und Abnahme weitere Beispiele aus deinem Alltag.

netzwerk
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Funktionen als Veranderung

Einfiihrung

Wenn sich bei einer Funktion die x-Werte andern, dann andern sich meistens auch die y-Werte. Also
kann man eine Funktion auch dadurch beschreiben, wie sich die y-Werte andern, wenn sich der
x-Wert um 1 erhoht.

Aufgabe 1

Schreibe zu jeder der folgenden Wertetabellen, Graphen und Funktionsgleichungen einen Satz auf,
der die Anderung der y-Werte allgemein beschreibt.

Beispiel: Wenn x um 1 groer wird, dann wird y um 2 groRer.

a) Q)
X 1 2 3 4 2 P 1 Lo L
y | 10|20 ] 30 [ 40
S R A S S Y
b) O } I I I .
X 1 2 3 0 / 1 12 13 4
y 1 7 | 10 = AR RO B P
o
Y |
e) I ‘ I I I 1 |
! 0 ! ! ‘ — . o
-1 0 1 2 3 4 's S
e - | 1 | £
] I I I 1 I @
f) y =-2x g) y=05x+4 hy y=x-1

Grdfiken: Dr. W. Zettimeier

Aufgabe 2

Du kaufst beim Backer Brotchen. Fir jedes Brotchen musst du 0,80 € zahlen.

a) Schreibe auf: Welche GroRe ist hier x und welche y?

b) Stelle die beschriebene Verdnderung als Wertetabelle, Graph und Gleichung dar.

Aufgabe 3

Ein Papierflieger wird aus einem 35 m hohen Fenster geworfen. Er verliert jede Sekunde 5 m Hohe.
a) Schreibe auf: Welche GréR3e ist hier x und welche y?

b) Stelle die beschriebene Verdnderung als Wertetabelle, Graph und Gleichung dar.

Aufgabe 4
Bei der Veranderung beobachtet man nur einen bestimmten Teil der Funktionsgleichung, wahrend
man einen anderen Teil nicht beachtet. Welche Teile sind das? Ist das ein Vor- oder Nachteil?
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Funktionen als mathematisches Objekt

Einfiihrung
Hier siehst du einige Beispiele fiir Funktionsgleichungen:
y =3x+5, y=-2X+2, y=8x—4, y=mx+b

Wie du siehst, kann sowohl die Zahl vor dem x als auch die Zahl ohne x verschiedene Werte anneh-
men. Jetzt sollst du an einem Computer untersuchen, welche Bedeutungen diese beiden Zahlen ha-
ben. Dazu kannst du beobachten, wie sich der Graph deiner Funktion bei unterschiedlichen Werten
flir m und b verdndert. Schreibe deine Beobachtungen maglichst detailliert auf.

Aufgabe 1

a) Offne GeoGebra und erstelle zwei Schieberegler mit den Bezeichnungen m und b.
b) Stelle m auf 0,5 und b auf 0 ein.

¢) Gib in die Eingabezeile folgenden Ausdruck ein und bestdtige mit Enter: f(x)=a*x+b

Aufgabe 2

Zuerst geht es nur um die Zahl ohne x. Wir bezeichnen sie mit der Variable b. Verandere den Schie-

beregler und beobachte die Auswirkungen auf den Funktionsgraphen.

a) Wie verandert sich der Graph, wenn du b veranderst?

b) Betrachte die Stelle, an welcher der Graph die y-Achse schneidet. Vergleiche diese Stelle mit
deinem Wert fiir b. Was fallt dir auf?

€) Was passiert, wenn b = 0 ist?

d) Was hat der Wert von b mit der Vorstellung ,Funktion als Wachstum bzw. Abnahme” zu tun?

e) Was hat der Wert von b mit der Vorstellung ,Funktion als Veranderung” zu tun?

Aufgabe 3

Stelle den Wert b auf 4 ein und verandere ihn in dieser Aufgabe nicht. Jetzt geht es nur um die Zahl
vor dem x. Wir bezeichnen sie mit der Variable m. Verandere den Schieberegler und beobachte die
Auswirkungen auf den Funktionsgraphen.

a) Wie verandert sich der Graph, wenn du m verdnderst?

b) Was hat der Wert von m mit der Vorstellung , Funktion als Wachstum bzw. Abnahme” zu tun?
¢) Was hat der Wert von m mit der Vorstellung ,Funktion als Veranderung” zu tun?

d) Wie unterscheidet sich der Graph bei positivem und negativem Wert fiir m?

e) Was passiert, wenn m = 0 ist?

Aufgabe 4

Jetzt sollst du zwei verschiedene Funktionen miteinander vergleichen. Erstelle dazu zundchst eine
zweite Funktion mit eigenen Schiebereglern. Untersuche dann die folgenden Fragen:

a) Wann schneiden sich die Graphen der beiden Funktionen nicht, sondern verlaufen parallel?

b) Wann liegen die Graphen der beiden Funktionen genau aufeinander?

C
d

Wann schneiden sich die Graphen der beiden Funktionen in einem Punkt?

)
) Findest du jeweils verschiedene Mdglichkeiten fir m und b?
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