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Wenn am Equator Line Monument die Sonne senkrecht im Zenit steht, demonstrieren die realen
Schatten anschaulich den funktionalen Zusammenhang zwischen dem Einfallswinkel der Sonne und
der Schattenldnge eines Gegenstandes. An diesem Beispiel verstehen Ihre Schiler die Bedeutung
von Definitions- und Wertebereich der Tangensfunktion.
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10 (G8)

6=7 Unterrichtsstunden

1. Strahlensatz; 2. Einfiihrung des Tangens; 3. Hinflhrung zur
allgemeinen Definition des Tangens am rechtwinkligen Dreieck;
4. Anwendungsaufgaben
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Didaktisch-methodische Hinweise

Stichpunkte zum Inhalt

— Fachubergreifend zum Sonnenstand in Abhangigkeit von der geografischen Breite recherchie-
ren;

— Bezug zur Hohenberechnung im Altertum mittels Schattenstab und Strahlensatz;

— Einfihrung des Tangens als Seitenverhdltnis von Hohe eines Gegenstandes und seiner Schat-
tenlange;

— Hinflihrung zur allgemeinen Definition des Tangens am rechtwinkligen Dreieck;

— Zeichnerisches Ermitteln von Tangenswerten in Gruppenarbeit;

— Darstellung am Einheitskreis und anschauliche Erkldrung von Definitions- und Wertebereich
der Tangensfunktion;

— Anwendungsaufgaben wie Berechnung von Turmhdhen,

— Einfallswinkeln von Sonnenstrahlen, Steigungen von StraBen und Anstiegsberechnungen von
Tangenten an Funktionsgraphen

lhr Plus

— gute Motivation durch anschauliche Einfihrung des Tangens und Bezug zur Praxis
— fachlibergreifend (Geografie, Geschichte, Astronomie)

— experimentell nachvollziehbar

— vielfaltige Anwendungsaufgaben zu interessanten praktischen Sachverhalten

— auch in Klasse 11 zur Wiederholung einsetzbar

— Vorbereitung auf die Behandlung der Differenzialrechnung

— Lernerfolgskontrolle

© RAABE 2019

Fachlicher Hintergrund

Uber Berechnungen am rechtwinkligen Dreieck einschlieBlich der Anwendungen zur Berechnung
von Turmhgohen, Steigungen im Geldnde usw. — welche an allen Schularten laut Lehrplan im zehn-
ten Schuljahr zu behandeln sind — hinaus, ist die Kenntnis des Tangens eine unerldssliche Voraus-
setzung fir das Verstdndnis grundlegender Bausteine der im elften Schuljahr am Gymnasium ein-
zufiihrenden Differenzialrechnung.

Fir den Anstieg m von — insbesondere auch nichtlinearen — Funktionen an einer Stelle x,, was dem
Anstieg der Tangente an den Funktionsgraphen von f an der Stelle x, entspricht, gilt:

. Ay
m_AliToH_tan(a)’ Ax=x-x, und Ay =y -y,

Der Tangens des Anstiegswinkels a der Tangente an den Funktionsgraphen f an der Stelle x; ist
somit gleich dem Grenzwert des Differenzenquotienten mit den Koordinatendifferenzen Ax und
Ay im Steigungsdreieck der Tangente bei gegen null strebendem Wert fir Ax, was bedeutet, dass
x gegen x_strebt.

Lehrplanbezug
Im Lehrplan (Bundesland Thiiringen) fir die Klassenstufe 10 am Gymnasium wird als Sachkompe-
tenz im Abschnitt Geometrie unter anderem gefordert:

netzwerk -
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Auf einen Blick

Hausaufgabe:

Bendtigt:

Einstieg mit Rechercheaufgaben

Wenn die Sonne im Zenit steht

Fachubergreifende Recherchen zum Sonnenstand in der Zone zwischen
stidlichem und nérdlichem Wendekreis; Schattenbildung bei Zenitstand der
Sonne geometrisch als senkrechte Parallelprojektion erkldren

Schatten des Equator Line Monuments

Ergdnzung des Fotos vom Equator Line Monument zu einem rechtwinkligen
Dreieck und Beschriftung der Seiten und Winkel nach Vorgabe in selbst-
standiger Schilerarbeit

Schiiler formulieren mogliche Fragen zum Sachverhalt ,Schatten des
Monuments”

Aufgabe zur Bestimmung des Erdumfangs durch Eratosthenes

Steckbrief des Equator Line Monuments Quitsato erarbeiten

[0 Internetzugang (alternativ, wenn nicht als Hausaufgabe)

2. Stunde

Thema:
M3 (Ab)

Benotigt:

Satze fiir das rechtwinklige Dreieck

Sonnenstrahlen, Pyramiden und ein historischer Lehrsatz

Verfahren des Thales zur Hohenbestimmung von Pyramiden im Altertum
mit einem Schattenstab; Wiederholung des Strahlensatzes; Hinfiihrung zur
Definition des Tangens als spezielles winkelabhdngiges Seitenverhdltnis in
rechtwinkligen Dreiecken

Definition des Tangens im rechtwinkligen Dreieck

Zusammenfassung zur Deutung des Tangens als Funktion eines spitzen
Winkels

f(a) = tan(a) im rechtwinkligen Dreieck (siehe M 3)

Definition des Tangens als Quotient von Gegenkathete und Ankathete
Auftrag zur praktischen Bestimmung des Sonneneinfallswinkels

[ Internetzugang

3. Stunde

Thema:
M5 (Ab)

netzwerk
lﬁ rAnig/m]ematik September 2019

Praktische Berechnungen mit der Tangensfunktion

Berechnung der Hohe des Equator Line Monuments

Ermittlung der Tangenswerte flir vorgegebene spitze Winkel durch Kon-
struktion von Dreiecken und Messen der entsprechenden Seitenldngen in
Gruppenarbeit

zur Vollversion
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Benatigt:

Tabelle mit den Ergebnissen der in Gruppenarbeit ermittelten Tangenswer-
te an der Tafel (Losungsfolie) zusammenstellen

Bearbeitung einer komplexen Aufgabe zur Berechnung

der Turmhdohe des Equator Line Monuments sowohl mithilfe des Strahlen-
satzes als auch mittels Einsatz der zeichnerisch ermittelten Werte fiir den
Tangens ausgewahlter Winkel

seiner Schattenldnge bei verdndertem Sonnenstand

des Einfallswinkels der Sonne bei bekannter Turmhdéhe und bekannter
Schattenldnge

Berechnung der Hohe des Equator Line Monuments - Losung
Farbfolie mit Losungen zu den Aufgaben der Materialien M 2 und M 5
Darstellung der Schattenbildung am Equator Line Monument durch ein
rechtwinkliges Dreieck mit Beschriftung laut Vorgabe (Aufgabe 1, M 2)
Tabelle ausgewahlter Funktionswerte fiir den Tangens

(Ergebnis der Gruppenarbeit)

Berechnung der Hohe des Equator Line Monuments mithilfe des Tangens -
Losung mit Losungsweg zur Aufgabe 2c, M 5 (Ergebnissicherung)

[J  OH-Projektor bzw. Beamer/Whiteboard bzw. Dokumentenkamera

Hausaufgabe:

netzwerk
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Exkurs

Ein Seitensprung vom Tangens am rechtwinkligen Dreieck zum Ein-
heitskreis

Darstellung des Sachverhaltes Schattenbildung am Equator Line Monument
im 1. Quadranten des Einheitskreises

Verhalten der Tangensfunktion an den Grenzen des Definitionsbereiches
mittels realer Schatten deuten

Wortherkunft von Tangens als Bezeichnung fiir das Seitenverhdltnis von
Gegenkathete und Ankathete am Einheitskreis erkldren

in Vorbereitung auf die 5. Stunde

Den Zusammenhang zwischen der geografischen Breite eines Ortes auf der
Nordhalbkugel und dem maximalen Einfallswinkel der Sonne finden

le rn e n 100 RAAbits Mathematik September 2019 Z u r Vo I Ive rs I o n
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M9 (Ab)

Anwendungen

Mit Sonne und Schatten rechnen

Der Gnomon (Schattenzeiger) als ein bereits vor der Antike bekanntes
astronomisches Messinstrument

Nutzung des Taschenrechners zur Bestimmung von Funktionswerten der
Tangensfunktion tan(a) und ihrer Umkehrfunktion arctan(o.)
Experimentelle Bestimmung des Sonneneinfallswinkels mit einem Schat-
tenstab bei Nutzung des Taschenrechners

Berechnung der minimalen Schattenldnge des Berliner Fernsehturms am
langsten Tag des Jahres in selbststandiger Schilertatigkeit
Steigungsprobleme

Definition der Steigung in Prozent im StraRenverkehr

Berechnung der Neigung der Fichtelberg-Schwebebahn

Berechnung der Entfernung zweier Orte mit Hohenangaben auf einer Wan-
derkarte

Multiple-Choice-Aufgabe, funktionales Denken (Tangens)

Berechnung des Hohenunterschiedes und des Neigungswinkels der steils-
ten StraRe der Welt und maRstabliche Darstellung des Sachverhalts

6. Stunde

Thema:
M 10 (Ab)

Fakultatives Material fiir leistungsstarke Klassen

Anstieg von Funktionen

Schnittwinkel o der Funktionsgeraden einer linearen Funktion mit der
x-Achse aus der Kenntnis des Anstiegs m mithilfe des Tangens bestimmen
Umgekehrt aus der Kenntnis des Anstiegswinkels a. den Anstieg m der
linearen Funktion ermitteln

Anstieg quadratischer Funktionen an einer Stelle x bei bekanntem Schnitt-
winkel der Tangente mit der x-Achse ermitteln

Ermittlung des Anstiegs der Tangente an den Funktionsgraphen einer qua-
dratischen Funktion an der Stelle x; = 1 ohne Kenntnis des Anstiegswinkels
der Tangente (zur Vorbereitung auf die Behandlung des Differenzialquo-
tienten als Grenzwert des Differenzenquotienten im elften Schuljahr)

M 11 (LEK)

netzwerk

Der Tangens im rechtwinkligen Dreieck — Lernerfolgskontrolle
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M1 Wenn die Sonne im Zenit steht

© Fotolia

Aufgaben

1. Wie oft steht die Sonne am Equator Line. Monument
jahrlich im Zenit? Verfasse einen Steckbrief mit inter-
essanten Fakten zum Equator Line Monument Quitsa-
to. Suche dazu in Nachschlagewerken oder im Internet
nach entsprechenden Informationen.

2. Die Lampe rechts im Bild steht in Singapur. Hier steht .
die Sonne am 17. September mittags im Zenit. = 57
Vergleiche bei senkrechtem Schattenwurf GroRe und
Lage des Schattens mit dem Original.

3. Begriinde, dass die Schattenbildung bei Zenitstand der
Sonne geometrisch der senkrechten Parallelprojektion
entspricht.

4. Ermittle die geografischen Koordinaten von Singapur.
Welche der Koordinaten ist fiir den Sonnenstand ver-
antwortlich?

5. Inwelchen Zonen der Erde erreicht die Sonne den Zenit?

© RAABE 2019

Foto: Wikipedia
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Sonnenstrahlen, Pyramiden und ein historischer Lehrsatz M3

Bereits in der Antike war es mdglich, die Hohe der Cheopspyramide zu berechnen.
Thales von Milet gilt vermutlich als Urheber des grundlegenden Lehrsatzes, nach dem ihm die Be-
rechnung der Pyramidenhdhe gelang.

Name des Satzes:

© akg images

Hohenbestimmung im Altertum Thales von Milet (624-546 v. Chr.)

Aufgaben

1. Wie nennt man heute den fundamentalen Lehrsatz, welchen Thales von Milet inhaltlich zur Be-
rechnung der Pyramidenhohe aufstellte?
Trage den Namen des Satzes sowie die zu dem im Bild dargestellten Sachverhalt passende Glei-
chung in die Kasten oben ein.

2. Welche GroRen miissen bekannt sein bzw. gemessen werden, um die Héhe der Pyramide zu be-
rechnen?

3. Forme die Gleichung (siehe Aufgabe 1) nachy, um.
Bringe sie dann in die Form:

y1='x';

Im Folgenden nennen wir diesen Faktor im grauen Kreis einfach k.

4. Wovon ist bei konstanter Hohe des Schattenstabes y, (gebrauchlich'y, = 1 LE) der Wert des Fak-
tors k abhangig?
Stelle den Sachverhalt in einer Skizze dar.

netzwerk .
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Berechnung der Hohe des Equator Line Monuments M5
Aufgabe 1

Ermittle fiir je einen oder zwei der vorgegebenen Winkel o (10°, 20°, 30°, 40°, 45°, 50°, 60°, 70°, 8
80°) den Wert fiir tan « in Gruppenarbeit als arithmetisches Mittel (gerundet auf Hundertstel) von faga)

mindesten drei Werten an rechtwinkligen Dreiecken ABC verschiedener GroRe. Die Langen der An-
katheten b fiir die verschiedenen Dreiecke sollen von der Gruppe vorgegeben werden. Konstruiere
die Dreiecke nach dem Kongruenzsatz wsw, miss die Langen der entsprechenden Gegenkatheten a
und berechne die Werte flir den Tangens des Winkels a. Protokolliere (jeder!) die in Gruppenarbeit
gewdhlten und gemessenen GroRen sowie die Ergebnisse in einer Tabelle.

Winkel b frei wahlbar = a gemessen tan o berechnet  Arithm. Mittel

o= N tano =
a=... - N ) tana =...
Aufgabe 2

Zu Sommeranfang wirft das Equator Line Monument bei wolkenlosem Himmel am friihen Vormit-

tag einen 56,7 m langen Schatten. Zur gleichen Zeit wird vor Ort die Lange des Schattens eines ein

Meter hohen Schattenstabes mit 5,67 m gemessen. Benutze zur Losung der Aufgaben ¢, d und

e die Tabelle mit den in der Gruppenarbeit ermittelten Werten firr tan o = f(a) (siehe Tafel bzw.

Losungsfolie).

a) Ergdnze in der Skizze (M 2) den Schattenstab (nicht maRstablich).

b) Berechne die Hohe des Monuments nach dem Verfahren des Tha-
les (siehe auch M 3).

¢) Beschreibe nun den Lésungsweg mithilfe des Tangens. Entnimm
den Einfallswinkel der Sonnenstrahlen der Tabelle an der Tafel.

d) Berechne die Schattenldnge des Equator Line Monuments bei
einem Einfallswinkel der Sonnenstrahlen von 30°.

e) Ermittle den Einfallswinkel der Sonnenstrahlen fiir den Fall, dass
das Equator Line Monument einen 8,39 m langen Schatten wirft.
Welchen Winkel a schliel$t in diesem Fall der das Monument be-
riihrende Strahl mit dem Monument ein?

f) Berechne auch tan B und vergleiche diesen Wert mit tan o.

netzwerk .
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Mé6

Berechnung der Hohe des Equator Line Monuments —
Losung
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Tabelle ausgewahlter Funktionswerte fiir den Tangens

a

10°

20°

50°

40°

45°

50°

60°

70°

80°

tan a

= 0,18

= 0,36

= 0,58

= 0,84

1,00

= 1,19

= 1,73

= 2,75

= 5,67

Berechnung der Hohe des Equator Line Monuments mithilfe des Tangens

gegeben: Hohe des Schattenstabes: a,=1m
Schattenlange des Stabes: b.=5,67m
Schattenlange des Monuments: b,=56,7m
gesucht: Hohe des Monuments: a,
Losung: Aus der Kenntnis der Schattenldnge des 1 m hohen Stabes wird tan o berechnet:
aS 1 m [e]
tana:b—sz 567 m =01764 = o =10° (Tapelle oben)
Fir das Monument gilt: Wenn gilt
: B = o
tan(10°):a—T: & a :tan(10°)-56,7mz10m fOlgt: tan 910 %
b, 567m B = —
. . 2y Na
Das Equator Line Monument ist etwa zehn Meter hoch. . r’”formatlon;
an B = .,
netzwerk -
zur Vollversion
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Anstieg von Funktionen (Blatt 1) M 10

Zur Erinnerung: Lineare Funktionen:
Allgemeine Funktionsgleichung
f(x) =y =m-x+b; Anstiegm yh

w

~

a Anstiegswinkel
tana =m

mzA_YZY2_Y1
AX X, — X,

X Y

Firm>0—0< a <90°
m=0 —a=0°
m<0 —90°< a<180°

© MediaProduction/E+/GettylmagesPlus

Aufgaben

1. Unter welchem Winkel o schneidet der Funktionsgraph die x-Achse?

a) f) =x+ 3

b) f(x) = —x + /3

ofx)=25x-1

2. Eine Ursprungsgerade schliet mit der positiven x-Achse einen Winkel von 60° (120°) ein.
Berechne jeweils den Anstieg der Geraden (runde auf Hundertstel).

3. Der Graph f einer linearen Funktion f(x) = m - x + b verlauft durch den Punkt P(\/312) und
schneidet die positive x-Achse unter dem Winkel o = 30°. Bestimme den Anstieg der Geraden
und gib ihre Funktionsgleichung an.

4. Gegeben ist die Funktion f(x) = x2 — 2x — 3.
(Funktionsgraphen im Bild rechts)

a) Die Tangente an dem Graphen der Funktion
f an der Stelle x = 3 schneidet die positive
x-Achse unter dem Winkel a. = 75,96°.
Bestimme Anstieg und Gleichung der Tan-
gente.

b) Gib die Gleichung der Tangente t(x) an, —3 5 -\ o
welche den Graphen f an der Stelle x, = 1
beriihrt. Begriinde deine Antwort zunachst 3
mithilfe des Graphen und nachfolgend exakt A7
durch Rechnung.

= N W R OO0 N ®O<
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Losungen und Tipps zum Einsatz

M1 Wenn die Sonne im Zenit steht

1. Tipp: Das Recherchieren im Internet kann — Internetzugang im Fachraum vorausgesetzt — wah-
rend der Unterrichtsstunde in selbststandiger Schilertatigkeit ausgefiihrt oder als vorbereiten-
de Hausaufgabe erteilt werden.

Steckbrief

Der Turm des ,Equator Line Monuments Quitsato” dient als Gnomon (griech. yvouov
= Schattenzeiger) einer riesigen Sonnenuhr. Das Monument wurde im Jahr 2006 in Ecuador
nahe der Stadt Cayambe 47 km nordlich von Quito erbaut. Dieses kulturelle Denkmal markiert
(mit nur vier Metern Abweichung) den Aquator. Hier steht die Sonne jahrlich zweimal im Zenit.

2. Bei senkrechtem Schattenwurf ist das Schattenbild kongruent zum QOriginal. Der Schatten ent-
steht genau (senkrecht) unter dem Original.

3. Wegen der groBen Entfernung der ausgedehnten Lichtquelle Sonne von der Erde fallen die Son-
nenstrahlen anndhernd parallel auf die Erde. Steht die Sonne tber einem Ort auf der Erde im
Zenit, treffen ihre Strahlen nahezu parallel und senkrecht auf den Gegenstand; das Schattenbild
entsteht durch senkrechte Parallelprojektion.

4. Geografische Koordinaten von Singapur:
geografische Breite 1° 170" N,
geografische Lange 103° 50, 0” O.

Die geografische Breite bedingt den Sonnenstand.

5. Die Sonne erreicht in-dem Girtel zwischen nordlichem (23° 26" 05 N) und stdlichem Wende-
kreis (23° 26" 05" S) am Mittag des Tages der jeweiligen Sonnenwende den Zenit. Diese Zone
wird auch als die Tropen bezeichnet.

© RAABE 2019

M 2 Schatten des Equator Line Monuments

1. ' Die Auswertung zum Vergleich der Zeichnungen erfolgt mittels Losungsfolie M 6.
2. Fragestellungen / mathematische Aufgaben

a) allgemein verba Ansatz mit gegebenen
| ) allgemei bal b) it gegeb
und gesuchten GroRRen

Berechne die Lange des Schattens des Equator Line Geg:BC=a
Monuments bei bekannter Hohe des Monuments und o
bekanntem Sonnenstand. Ges.: AC=b

Berechne den Einfallswinkel der Sonne, wenn die Turmhdhe | Geg.: BC=a

und die Lange des Turmschattens bekannt sind. AC=b
Ges.: a
Ermittle die Hohe des Equator Line Monuments bei Geg.: AC=b
bekannter Lange seines Schattens und bei bekanntem a
Sonnenstand. Ges.: BC=a
netzwerk
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