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Abb. 1: Pierre de Fermat (1607-1665) — auf einem Abb. 2: Licht breitet sich nicht immer geradlinig aus
Kupferstich von Frangois de Poilly dem Alteren (nicht maBstablich).
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Wenn Sie Mathematiklehrerin oder Mathematiklehrer sind, liefert Ihnen dieser Beitrag
zwei umfangreiche Ubungsbeispiele zum Thema ,Extremwertaufgaben”. Als Physikleh-
rerin oder Physiklehrer sehen Sie darin eher eine elegante Herleitung des Brechungs-
und Reflexionsgesetzes. Beide Sichtweisen legen nahe, das Fermat'sche Prinzip im
Unterricht zu thematisieren.
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Didaktisch-methodische Hinweise

"/A Historischer Riickblick

Pierre de Fermat wurde Anfang des 17. Jahrhunderts im siidfranzésischen Beaumont-
de-Lomagne geboren. Er studierte Jura an den Universitaten Toulouse, Bordeaux und
Orléans. Nach seinem Studium arbeitete er als Anwalt und Richter. Fermat hatte groRRes
Interesse an Mathematik. Er betrieb sie aber eher als Hobby. Nachdem er 1652 die Pest-
Erkrankung Gberlebt hatte, starb er drei Jahre spater in Castres. Sein wissenschaftlicher
Nachlass besteht hauptsachlich aus Korrespondenzen mit anderen beriihmten Mathe-
matikern wie Blaise Pascal (1623-1662) und René Descartes (1596-1650).

Pierre de Fermat ist — zusammen mit René Descar-
tes — der Begriinder der analytischen Geometrie.
Weiterhin arbeitete er auf dem Gebiet der Zahlen-
theorie und war an der Ausarbeitung der Grund-
lagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung beteiligt.
Eine besondere Berihmtheit erlangte sein Name
im Zusammenhang mit der Fermat’schen Vermu-
tung. Diese Vermutung beschaftigte viele Gene-
rationen von Mathematikern. Sie wurde erst im
Jahre 1994 bewiesen. Fermat hat sich auch mit
Optik beschaftigt. Er verfeinerte und verallgemei-
nerte das damalige Wissen zu seinem Prinzip der
kiirzesten Zeit (oder: Fermat’sches Prinzip):
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Abb. 3: Briefmarke zur Fermat’schen
Vermutung

Licht lduft zwischen zwei Punkten stets auf dem Weg mit der kiirzesten Laufzeit.

Woher kennt das Licht den kiirzesten Weg?

Um diese Frage zu beantworten, muss die Wellennatur des Lichts und die damit ver-
bundene Interferenz berlicksichtigt werden. Die Laufzeiten des Lichts langs Wegen, die
unmittelbar in der Nahe des Weges mit der kiirzesten Laufzeit (des Minimums) liegen,
variieren nur sehr gering. Lichtwellen, die sich auf diesen Wegen ausbreiten, interfe-
rieren konstruktiv. Bei benachbarten Lichtwegen, die nicht in der Nahe des Weges der
kiirzesten Laufzeit liegen, variieren die Laufzeiten starker, weshalb destruktive Interfe-
renz auftritt.

Diese Argumentation trifft auch zu, wenn der Graph der Laufzeit bei Variation des Weges
einen Hoch- oder Sattelpunkt hat. Daher lautet das Fermat’'sche Prinzip praziser:

Das Licht wahlt stets denjenigen Weg zwischen zwei Punkten, bei dem die bendtigte
Laufzeit invariant gegen kleine Anderungen des Weges ist.

4 Allerdings reicht im Rahmen
der Schulphysik bzw. -mathe-
matik die von Fermat selbst
angegebene Formulierung aus,
‘r dass das Licht den Weg mit
minimaler Laufzeit wahlt. Die in
___________ diesem Abschnitt angesproche-
nen Aspekte (Interferenz, Vari-
ationsprinzip) werden daher in
den nachfolgenden Materialien

Parameter x, der die verschiedenen Lichtwege nicht thematisiert.
charakterisiert

Laufzeit des Lichts

v

Abb. 4: Die Laufzeiten nahe des Minimums variieren
kaum bei Variation von x.
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Auf einen Blick

"/A Stunde 1: Wiederholung
Material Thema
M 1 Ableitung von Funktionen - frischen Sie lhr Wissen auf!
Die mathematischen Grundlagen in Erinnerung rufen

Stunde 2-4: Vorstellung des Kernproblems

Material Thema

M 2 Lebensretter im Einsatz - jede Sekunde zahlt!

Uber den optimalen Weg nachdenken

M3 Der schnellste Weg ist nicht immer der kiirzeste!

Den Weg des Rettungsschwimmers berechnen

Anwendung
Material d‘_‘
M4 Bedingung fiir die minimale Rettungszeit — das Brechungsgesetz
Bedingung fiir den schnellsten Rettungsweg bestimmen

Stunde 5/6: Mathematisierung und weitere Anwendungen

Material (Av Thema

M 5 Das Fermat’'sche Prinzip

Das Fermat’sche Prinzip erkennen

M 6 Reflexion von Licht - Aufgabenstellung

Arbeitsauftrag zur Herleitung des Reflexionsgesetzes

M7 Reflexion von Licht - Losung

Herleitung des Reflexionsgesetzes

M 8 Optische Abbildungen - viele Wege fithren nach Rom!

Es gibt manchmal viele mdgliche Lichtwege

Minimalplan

Verfugen die Schiiler liber solide Kenntnisse der Differenzialrechnung, kann Material
M 1 ausgelassen werden. Flr die Erarbeitung des Fermat’schen Prinzips sind dann nur
die Materialien M 2 bis M 5 zu bearbeiten. Wenn noch Zeit zur Verfligung steht, kdnnen
ein weiteres Beispiel (Reflexion M 6-M 7) und eventuell die optische Abbildung (M 8)
behandelt werden.
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M1 Ableitung von Funktionen —
frischen Sie lhr Wissen auf! /A
Wir betrachten eine ableitbare Funktion YA

Gerade durch den

f(x); x € R. Die Ableitung dieser Funktion Punkt B(u|f(u)

wird mit f(x)bezeichnet. mit Steigung m = f(u)
fu) - --eeeemmeeenens

Graph der Funktion f(x)

Anschauliche Bedeutung der Ableitung

Die Tangente an den Graphen G von f(x) i
im Kurvenpunkt B(u, f(u)) ist eine Gerade u —>
mit der Steigung m = f(u) durch B.

Abb. 5: Die Tangente an den Graphen G im Punkt
B gibt die Steigung in B an.

Hoch-, Tief- und Sattelpunkte
In einem Hoch-, Tief oder Sattelpunkt P(v|f(v)) ist die Tangentensteigung null: m=f(v) =0

(notwendige Bedingung). Aus dem Vorzeichen der zweiten Ableitung kann man schlie-
Ren: f'(v)>0: Tiefpunkt; f (v) <0: Hochpunkt; f (v) = 0: Sattelpunkt, falls f '(v) = 0.

Einige Regeln zur Berechnung von Ableitungen (a: Konstante)
Funktion:  f(x) = f/(x) + f,(x) abgeleitete Funktion:  f(x) = f,(x) + f,(x)
Funktion: f(x)=a-g(x) abgeleitete Funktion: f(x)=a-g(x)
Funktion: f(x) = h(u(x)) abgeleitete Funktion:  f(x)=h(u(x)) - u(x)
Ableitung nach u  (innere) Ableitung nach x
Funktion: f(x)= M abgeleitete Funktion: f(x) = u(x)vix) 2_ vxulx)
v(x) v*(x)
Funktion: = f(x) = ax abgeleitete Funktion: f(x)=a
Funktion: f(x) = ax? abgeleitete Funktion:  f(x) = 2ax
Funktion:  f(x) = \/_x abgeleitete Funktion: f(x) = !
2/ x

Aufgaben

1. Gegeben ist die Funktion f(x) = 3x%4 xeR. Berechnen Sie die Tangentensteigung m
des dazugehorigen Graphen im Kurvenpunkt B(2|12).

2. Leiten Sie die Funktion f(x) = 7x +12x2 ab.
3. Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f(x)=., x-2.

4. Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f(x)=+/ 4 + (6 —-x)*.
3 -x

e

5. Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f(x) =
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M 3 Der schnellste Weg ist nicht immer der kiirzeste!

Der rot gezeichnete, krummlinige Weg ist offensichtlich nicht der schnellste. Aber auch "/A
die blau eingezeichnete direkte Verbindung fiihrt nicht in kiirzester Zeit zum Ertrinken-

den. Die optimale Route setzt sich aus zwei geraden Teilstlicken zusammen (griiner

Weg). Dabei ist zu beachten, dass sich der Retter auf dem Land schneller als im Wasser

fortbewegen kann.

Strand

A

Wasser

A

Abb. 8: Es gibt verschiedene Wege von der Rettungsschwimmerin zum Ertrinkenden.

Quantitativ folgt mithilfe des Satzes von Pythagoras fiir die Langen der griinen Teil-

strecke am Strand und im Wasser vy, =/ @ + x*> bzw. y, =/ b?’+(d-x)* (siehe Abb. 8).

Fir die beiden Teilstrecken benotigt die Rettungsschwimmerin daher jeweils die Zeiten
t, = a+x’/v, und t, = b*+(d-x)*/v,. Hierbei sind v, bzw. v, die Geschwindigkeiten

der Rettungsschwimmerin an Land bzw. zu Wasser. Fir die Gesamtzeit t; gilt somit in
Abhangigkeit von der Strecke x

t,(x) =t + t,= \ @+ X* /v, + | b +H(d—x)* Iv,. (1)

Arbeitsauftrag
Fertigen Sie ein x-tg-Diagramm fira=30m, b=30m, d =200 m, v,=5,0 m/s und
v,= 1,0 m/s an und skizzieren Sie mal3stéablich den schnellsten Weg.
Tipp
Losung: siehe Material M 4.
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Strand

Wasser
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M 6 Reflexion von Licht - Aufgabenstellung
Im Material M 5 haben Sie das Fermat’'sche Prinzip kennengelernt. Das Fermat’sche "/A

Prinzip ist grundlegend fiir die Optik. Es lasst sich auch auf andere Phanomene anwen-
den. Wir betrachten im Folgenden die Reflexion an einem ebenen Spiegel.

Wir suchen im Weiteren den Weg, den das Licht zwischen den Punkten P, und P, in
Abbildung 15 wahlt. Dabei lassen wir den trivialen Fall, dass das Licht direkt von P, zu
P, lauft, aulBer Acht. Wir konzentrieren uns auf den Fall, dass der Lichtstrahl am Spiegel
reflektiert wird. Damit die Laufzeit des Lichts minimal wird, breitet sich das Licht von P,
zum Spiegel und weiter zu P, auf geraden Teilstiicken aus.

A 4

Pl d

ebener Spiegel

T
| I
' !
| I
| —>| < >
: X d-x

I

Abb. 15: Zur Reflexion von Licht an einem ebenen Spiegel

Arbeitsauftrag

1. Berechnen Sie fur beliebige Strecken x die Lange L,(x) des Lichtweges von P, uber
den Spiegel zu P,.

2. Zeichnen Sie den Graphen der Funktion L (x) fira=b=1mund d =2 m.

3. Welche Bedingung gilt fiir den kiirzesten Weg? Driicken Sie das Ergebnis mithilfe der
Winkel o, und o, aus.

Hinweis: Das Licht hat Gberall die gleiche Geschwindigkeit.
Tipp
Losung: siehe M 7.
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Abb. 16: Licht wird an der Grenzflache zwischen Luft und Wasser
reflektiert.
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