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Vorwort

Liebe Eltern,

das, was Sie plagt, plagt mich auch. Nur eben von der anderen Seite. Lassen
Sie sich erklaren, was damit gemeint ist. Als Schuler, Student und auch spater,
als Wissenschaftler, konnte ich mir nicht vorstellen, dass es Menschen geben
konnte, die mit Mathe Probleme haben. Naturlich habe ich Mitschuler abschrei-
ben lassen, aber deshalb noch nicht dariber nachgedacht, dass echte Sorgen
dahinterstecken konnten. Mein halbes Leben war von Mathematik und Logik
erfullt und die grolze Welt der Mathe-Sorgen und -Drangsale war mir unbekannt
geblieben. Das anderte sich an einem Tag vor etwa 30 Jahren. Ein Freund,
schon recht verzweifelt, fragte mich, ob ich seinen Sohn'in Mathe ,retten® konn-
te. Es war kurz vor Ostern und die Mathe-Note sollte sich von einer stabilen ,5°
in eine ,3" verwandeln. Sonst ware es nichts mit der Lehrstelle.

Die Zeit war kapp, das Ziel eher sportlich und ich war kein Lehrer.

Schon die ersten Stunden (Ackern mussten wir zwar!) zeigten deutlich unsere
Chance. Alles, was bisher unverstandlich geblieben war, lie} sich einfach er-
klaren. ,Einfach® ist nattrlich Quatsch; es lie3 sich so erklaren, dass der Junge
es (endlich) verstand UND selber wieder Hoffnung schopfte. Mathe war also
doch keine ,schwarze Magie fur Eingeweihte“ und den Schulstoff kann jeder bei
kleiner Anstrengung (Von nichts kommt naturlich auch hier nichts.) lernen und
verstehen, behalten und anwenden.

Diese erste Erfahrung setzte sich in weiteren Fallen fort. Alle Kinder, mit denen
ich Mathe geubt hatte — es gab noch mehr Freunde mit ahnlichen Sorgen -
verstanden zu wenig von dem, was in der Schule erklart wurde. Aber oft reich-
ten ein‘Blick aus einem anderen Winkel und ein paar einfache Uberlegungen,
um es ,Klick machen zu lassen. Die Erleuchtung war da, meist schneller als
gedacht. Mit der Erleuchtung kehrte das Selbstvertrauen zurick und mit dem
Selbstvertrauen die Fahigkeit, auch in Mathe wieder selbstandig erfolgreich ar-
beiten zu konnen. Mathe wurde damit zu einer vertrauten Beschaftigung und
verlor ihren Schrecken. Tests, Klausuren und Prufungen waren keine Probleme
mehr. So soll es sein.

Ihr Kind wird durch das Buchlein kein Mathe-Genie, aber gut mit Mathe klar-
kommen. Und ganz nebenbei wird Ihr Kind das Lernen lernen und damit die in
jedem Fach notwendige Fahigkeit, sich selbstandig Wissen anzueignen. Eine
Fahigkeit, die auch nach der Schule immer wieder nutzlich ist und das ein Le-
ben lang.

Jetzt bin ich schon einige Jahre im Bereich Forderunterricht tatig. An den Schu-
len hat sich einiges getan, die alten Mathe-Probleme sind leider geblieben und
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haben sich kaum verandert.

Als Einzelner kann ich das Schulsystem nicht umstulpen, aber ich kann versu-
chen, mehr Kinder als bisher von ihren Mathe-Sorgen und Angsten zu befreien.
Zusatzlich geht es auch darum, lhrem Kind alle Chancen offenzuhalten. Und
die meisten Lebenschancen und besten Verdienstmadglichkeiten gibt es fur die,
die am besten mit den MINT-Fachern klar kommen. MINT ist eine Abkurzung
fur die Begriffe Mathematik, Informatik, Naturwissenschaft, Technik. Lassen Sie
uns gemeinsam die Chancen der Kinder erhalten und ihre Sorgen vermindern.
Mit diesem Buchlein wird Ihr Kind ohne zusatzliche Nachhilfe eine ausgezeich-
nete Chance fur einen guten MSA (= Mittlerer Schulabschluss) in Mathematik
bekommen. Und es ist auch mehr drin. Wir konnen ja nicht ausschliel3en, dass
Ihr Kind nochmal richtig durchstartet. So wie es auch meine jungste Tochter
erlebt hat. Auch sie mochte die Mathematik nicht von Anfang an, hat aber dann
sogar Mathematik an der TU Berlin studiert. Mehr noch: Sie hat als Autorin
viel dazu beigetragen, dass dieses Buch entstand. Wenn der Spal® am Fach
zuruckkommt, ist vieles moglich. Die Grundlagen dafur sind mit dem MaWeKa
(= Mathematischer Werkzeugkasten) hinreichend vorhanden.

Ihr Knut Voigt

Danksagung

Zuerst mochten wir allen Kindern danken, denen wir Forderunterricht ertei-
len durften. Ihre zum Teil erstaunlichen Fortschritte waren Bestatigung dafur,
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Einfuhrung

Sie kennen das ja aus eigener Erfahrung. Wenn Sie etwas, das nicht funktio-
niert, ebenso weitermachen, dann funktioniert es genauso wenig. Das ist auch
der Grund, warum Mathe-Nachhilfe vielen Kindern aul3er Zusatzfrust und raus-
geworfenem Geld kaum etwas bringt. Nachhilfe ist zu oft verlangerter Unterricht
und fur lhre Kinder genauso ,spannend” und erfolglos. Der Ausweg besteht
darin, Mathe anders zu zeigen, als es in der Schule geschieht. Schul-Mathe ist
keine Wissenschaft. Es ist Handwerk. Ein Handwerk, das jeder lernen kann, der
es versteht, bis 10 zu zahlen. Unser Ansatz heif3t, vom Handwerk zu lernen und
Mathe handwerklich darzustellen und zu lehren. Dafur haben wir den mathe-
matischen Werkzeugkasten, kurz MaWeKa, entwickelt.

Wer einmal gelernt hat, mit einem Hammer umzugehen, kann danach jeden
Nagel einschlagen. Wer einmal gelernt hat, eine Waschmaschine zu bedienen,
kann jede Wasche waschen. Wer ein Auto richtig fahren kann, kann jedes Auto
fahren. In der Mathematik ist es nicht anders. Wer die mathematischen Werk-
zeuge handhaben kann, wird jede Aufgabe Iésen.

Im MaWeKa findet |hr Kind alles, was es zur Losung seiner Aufgaben und zum
Bestehen der Prafungen (einschlie3lich MSA = Mittlerer Schulabschluss) bend-
tigt. Der MaWeKa ist so aufgebaut, dass Ihr Kind damit selbstandig und ohne
zusatzliche Hilfe arbeiten kann. Thr Kind wird Schritt fur Schritt lernen, mit dem
MaWeKa und den enthaltenen Werkzeugen richtig umzugehen. Und wenn es
das erst einmal kann, wird es jede Aufgabe gelassen I6sen und jede Prufung
ruhig bestehen.

Wie sollte nun praktisch verfahren werden? Vor dem Lesen werden Stift und
Papier bereitgelegt. In den Themen wird prinzipiell ALLES nachgerechnet. Es
reicht nicht, etwas nur zu lesen. Beginnen konnen Sie an beliebiger Stelle; also
immer dort, wo ,der Schuh druckt®. Bei Problemen mit Gleichungen gehen Sie
ins Kapitel ,Gleichungen®. Bei Problemen mit Funktionen in das Kapitel ,,Funk-
tionen“ usw. Das Stichwortverzeichnis (Index) hilft zusatzlich, die richtigen Stel-
len schnell zu finden. Wenn dort alles klar wird, ist es gut, wenn nicht, dann
gehen Sie Schritt fur Schritt zurtck, bis es klar wird. Es ist also moglich, dass
sich bei den Gleichungen oder den Potenzen ein Problem mit der Bruchrech-
nung offenbart, dann heil3t es zurick zur Bruchrechnung, sonst geht es nicht
weiter. Es ist sehr wichtig, genau zu lesen und Begriffe und Definitionen exakt
zu erfassen. Die Werkzeuge werden systematisch entwickelt. Aus einfachen
Werkzeugen entwickeln sich kompliziertere, die dann zusatzlich zur Verfligung
stehen.
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Nehmen wir eine MSA-Frage als Beispiel: ,Gibt es positive Zahlen, die beim
Potenzieren kleiner werden?“ Wir schauen in unseren Werkzeugkasten und
finden Schritt fur Schritt die Antwort.

e Was sind positive Zahlen? Es sind Zahlen, die grof3er sind als Null.
e Was heil3t ,Potenzieren“? Eine Zahl mit sich selbst multiplizieren.

e 2 mal 2 ist 4, das wird groRer als 2. 1 mal 1 ist 1, das bleibt gleich.

1
e Was ist mit Zahlen, die kleiner als 1 sind, z. B. 2 ?
r12_1 1 1
° 2 2 4 , 4 ist kleiner als 2 :
1

wird also beim Potenzieren kleiner und ist eine positive Zahl.

2
e Antwort: Ja, es gibt positive Zahlen, die beim Potenzieren kleiner werden.

Wir arbeiten mit dem vorhandenen Wissen und erweitern es schrittweise. Dabei
vergessen wir nie, dass ALLES nachzurechnen ist. Stift und Papier sind IMMER
dabei. Oberflachlich wissen heildt nichts wissen. Das Arbeiten an den Grund-
lagen ist nie verlorene Zeit. Kommt etwas Ubung hinzu ist der MSA (Mittlere
Schulabschluss) so gut wie geschafft. Und die Grundlagen stehen auch fur jede
weitere Entwicklung zur Verfugung.

So, jetzt noch mal bis 10 zahlen und dann geht es los. (Ab jetzt werden wir Ihr
Kind direkt ansprechen und wechseln deshalb zum du.)

Stephanie Richter & Knut Voigt
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Kapitel 1

Zahlen, Vorzeichen, Addition und Subtraktion

Auch Zahlen brauchen ein Zuhause. Dieses Zuhause werden wir jetzt schaffen.
Als erstes zeichnen wir eine Linie. Und weil sie gerade mit dem Lineal entstan-
den ist, heildt sie auch ,Gerade".

Abbildung 1.1: (Zahlen-)gerade

Jetzt setzen wir irgendwo einen Punkt und bezeichnen ihn mit 0. (Wo, ist ganz
egal. Du triffst immer die Mitte, weil du die Gerade in beide Richtungen beliebig
verlangern kannst. Okay, danach wird dich keiner fragen, aber es schadet ja
auch nicht, etwas mehr zu wissen, als unbedingt nétig ist.)

|
|
0

Abbildung 1.2: Zahlengerade

Danach zahlen wir gemutlich bis 10 und tragen diese Zahlen auf der Geraden
auf. Nach der 10 zahlen wir einfach weiter und fangen den nachsten Zehner an.
So kommen wir zur 20, dann zur 30, zur 40, ... und wenn 10 Zehner voll sind,
haben wir den ersten Hunderter erreicht. Uber die Hunderter kommen wir zu
den Tausendern, dann zu den Millionen, wie du das schon kennst. Es reicht
also wirklich aus, bis 10 zahlen zu konnen! Der Rest ist Wiederholung.

| L1 1 1
I IR
1 6 7 8 91011121314151617 18 19 20 21

U1

| 1 |
I 1
0 2 34

Abbildung 1.3: positive Zahlen

Gut, der Platz hat in der Abbildung nicht ganz gereicht, aber daftir haben wir
ja unsere Fantasie, Uber die Tausend oder Million hinaus bis zur Unendlichkeit
uns alles vorzustellen.

Hier haben wir eine Zahl, namlich die 4, eingetragen. Wir haben sie gefun-
den, indem wir vom Nullpunkt (oder Anfangspunkt) bis 4 gezahlt haben.
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Abbildung 1.4: Punkte und Zahlen

Hier sehen wir eine Addition.

LIS . LI B B o

0 4 +3 =7
Abbildung 1.5: Addition

Die 4 reicht von 0 bis zum Punkt 4 und wir addieren die 3, indem wir einfach ab
der 4 weiterzahlen. Das ist so, als ob wir im Punkt 4 ein Lineal mit demselben
Maldstab anlegen und ab der 4 drei weiterzahlen. Wir landen bei der 7, wie nicht
anders zu erwarten war. Das war nun ein ganz einfaches Beispiel. Dennoch
steht es fur alle Additionen, egal wie grol3 oder klein die Zahlen sind. Wie ad-
diert wird, ob mit dem Taschenrechner oder ,zu Ful®®, ist dabei ganz egal. Das
Prinzip andert sich nicht. Es wird ganz einfach weitergezahlt. Deshalb werde ich
dich jetzt auch nicht mit endlosen Aufgabenpackchen nerven. Das kennst du ja
alles noch von der Schule.

Bei der Subtraktion andert sich dann schon etwas. Wir fangen zwar wieder
am Endpunkt der ersten Zahl an, zahlen danach aber ruckwarts. Deshalb ist
es auch nicht egal, was wovon abgezogen wird. Wir mussen also wissen, was
der Minuend (lateinisch der zu Verringernde) und was der Subtrahend (der
Abzuziehende)ist.

Es qgilt: Minuend = Subtrahend = Differenz.

Die Abbildung zeigt das einfache Beispiel 12 -5 =7

0 12
Abbildung 1.6: Subtraktion 1
Wenn der Minuend grofer ist als der Subtrahend, bleiben wir im positiven Be-

reich auf der rechten Seite der Zahlengeraden. Das muss aber nicht immer so
sein, wie das nachste Beispiel zeigt.

Zum Losen der Aufgabe 12 — 15 mussen wir uns beim Ruckwartszahlen auf die
andere Seite begeben. Wir erhalten: 12 - 15 = -3
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=-3 15
N B e LA B i e e s B S I

0 12
Abbildung 1.7: Subtraktion 2

Die Prinzipien verandern sich dadurch nicht. Beim Addieren zahlen wir nach
rechts oder vorwarts, beim Subtrahieren nach links oder riickwarts. Dabei kon-
nen wir auf der linken Seite von der Null landen. Das ist der Bereich der negati-
ven Zahlen. Fir jede positive Zahl gibt es auch eine negative. Wir erhalten die
negative Zahl durch einfaches ,Umklappen® oder durch das Vorsetzen eines
Minuszeichens. Wie das aussieht, zeigt die folgende Abbildung.

Abbildung 1.8: negative und positive Zahlen

Eine Zahl ist also erst dann vollstandig, wenn wir das Zeichen vor der Zahl ken-
nen. Geschrieben wird nur das Minuszeichen. Also -7 heil3t minus sieben und
7 plus sieben. Wenn nichts davor steht, ist die Zahl automatisch positiv. Es ist
aber auch nicht falsch +7 zu schreiben.

Wenn eine Zahl zweimal umgeklappt wird, ist sie wieder an der alten Stelle.
Also — (-=7) = 7. Der dazu passende Spruch lautet: Minus mal Minus gibt Plus.
Wir kommen beim Thema Klammern nochmal auf die Vorzeichen zuruck.
Mussen wir noch mehr zum Thema wissen? Eher nicht.

Was kann geubt werden? Addition und Subtraktion beim Einkaufen. Das geht
so: Ware in den Korb, Preis runden (1,99€ sind rund 2€ und 4,12€ sind rund
4€), jeden Preis im Kopf addieren und zum Schluss den Wertbon fur die Pfand-
flaschen abziehen. Wenn dann die Kassiererin einen Endpreis nennt, der ge-
rundet unser vorberechneter Preis ist, dann lagen wir mit unserer Rechnung
richtig.
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Kapitel 2

Multiplikation, Klammern

Nehmen wir uns mal eine ganz einfache Aufgabe vor, sagen wir
3:-4=12

Sieht aus wie eine Multiplikation, kann aber auch als Addition gerechnet wer-
den.

Die Aufgabe lautet ja, 3 mal die 4 auf der Zahlengerade anzulegen. Mit der ers-
ten 4 komme ich von der 0 zum Punkt 4, zahle dann 4 weiter bis zur 8 und dann
nochmal 4 weiter bis zur 12.

Jede Multiplikation ist also eine Addition derselben Zahl und das so oft, wie die
Aufgabe es fordert. Wir kommen also auch hier eigentlich mit dem Zahlen aus
und konnen so jede Multiplikationsaufgabe in eine mehrfache Addition verwan-
deln und so I6sen. Nur ist es ziemlich muhselig, so zu verfahren. Da lernen wir
doch besser das kleine Einmaleins © . 7 - 8 = 56 lernt sich schneller als 7 mal
die 8 zu addieren (oder 8 mal die 7). Fruher, als es noch keinen Taschenrech-
ner gab (Ja, eine solche Zeit hatten wir mal!), war es sogar sinnvoll, auch das
grof3e Einmaleins zu lernen, also 13 - 17 und alle sonstigen Multiplikations-
aufgaben mit den Zahlen zwischen 10 und 20. Fur noch grolere Zahlen gibt
es schriftliche Multiplikationsverfahren. Heute machen wir das alles mit dem
Taschenrechner und der liefert dann auch das richtige Ergebnis, wenn wir alles
richtig eingetippt haben. Sonst naturlich nicht. Deshalb bleib auch gegenuber
dem Taschenrechner immer schon wachsam. Du solltest merken, wenn er dir
Blodsinn erzahlt (weil du dich vorher vertippst hast). Wie geht das?
Wiederdurch das Runden. Ein Beispiel: 19,87 - 11,23 sind gerundet 20 - 10 = 200.
Wenn der Rechner also 2.231,401 ausspuckt, kann das nicht richtig sein, denn
es muss ja rund 200 rauskommen. Das richtige Ergebnis lautet 223,1401 und
das ist gerundet 200.

Zuruck zum Thema Multiplikation. Allgemein gilt ja die Regel: Punktrechnung
geht vor Strichrechnung, also
5:-3+4=15+5=19

Wir haben zuerst 5 mal 3 gerechnet und dann die 4 addiert. Eine Klammer hebt
die Regel Punktrechnung geht vor Strichrechnung auf. Es muss zuerst das
berechnet werden, was in der Klammer ist.

5-(3+4)=5-7=35
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Das Ergebnis ist ganz anders. Solltest du keine Lust haben oder es nicht mog-
lich sein, das, was in der Klammer steht, zuerst zusammenzurechnen, dann
gibt es einen zweiten Weqg:

5-(3+4)=5-3+5-4=15+20=35

Das Ergebnis ist dasselbe und muss auch dasselbe sein, denn bei mathema-
tischen Berechnungen darf das Ergebnis nicht vom Rechenweg abhangen. Es
ist also egal, ob wir zuerst die Werte in der Klammer zusammenrechnen oder
jeden Wert mit dem Faktor vor der Klammer (hier die 5) multiplizieren und da-
nach zusammenrechnen. Naturlich werden wir immer den einfacheren Weg
wahlen, also zuerst zusammenrechnen und dann multiplizieren. Es gibt aber
Falle wo das so nicht geht, Beispiel:

5-(a+b)=5a+5b
a und b sind Variablen.

Variablen stehen fur irgendwelche Zahlen. Hier kann jede Zahl dahinterstecken.
Deshalb kdnnen wir nicht sagen, wie grol} a + b ist und uns bleibt nur der zweite
Weg (wie gezeigt). Der Faktor vor einer Klammer (Der Faktor kann auch dahin-
ter stehen; es qilt: 5 -(a + b) = (a + b) - 5, weil wir Faktoren vertauschen kdnnen.)
kann auch negativ sein, z.B. —=5. Dann haben wir eine umklappende Wirkung
auf die Vorzeichen.

=5-(a+b)=-5a-5b

Im letzten Ausdruck haben wir das Multiplikationszeichen, wie allgemein Ublich,
weggelassen.

Wir schreiben ab und meinen a - b. Oder 5ab=5-a - b.

(Das gilt naturlich nur dann, wenn wir Variablen verwenden. Bei Zahlen mussen
wir schon das Multiplikationszeichen ,-“ verwenden, wenn wir multiplizieren,
denn 35 bedeutet funfunddrei’ig und nicht 3 - 5!)

Ein ,= vor der Klammer kehrt alle Vorzeichen um:
-(@a-b)=-a+b=b-a

Warum? Das ,=“ vor der Klammer ist die Abkurzung fur die Multiplikation mit
dem Faktor (-1).

~a-b)=(-1)(@a=b)=(-T)a+(-1)(-b)=-a+b

Wenn mehrere Klammern auftreten, arbeiten wir von innen nach aufden (Es geht
auch anders herum, ist aber schwerer). Also nehmen wir uns mal ein Beispiel vor:

-3(2a-b(a- b)) =-3(2a - ba + bb) = -6a + 3ab - 3b°
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Du hast bemerkt, dass wir die Variablen nach dem Alphabet sortiert haben. Das
wird so gemacht, weil es bei vielen Variablen Ubersichtlicher ist und auch besser
aussieht. Rein mathematisch hatten wir das ba auch so stehen lassen konnen

"
und es nicht ab schreiben mussen. (Noch etwas zur Schreibweise: bb=b
, diese Vereinfachung nennen wir Potenz und das kommt spater nochmal ganz
ausfuhrlich bei der Potenzrechnung.)

Klar, es gilt: ab = ba.

Wenn viele Klammern gebraucht werden, benutzen wir auch eckige und ge-
schweifte Klammern. Welche Klammer benutzt wird, ist nicht wichtig. Die ver-
schiedenen Klammern werden nur eingefihrt, um nicht die Ubersicht zu verlieren.

—{-3[2a-b(a-b)} =-{-3[2a - ba+ b?]} = - {~6a + 3ab - 3b%} = 6a - 3ab + 312

Wir haben uns wieder von innen nach aulden durchgearbeitet.

Klammer mal Klammer, wie z.B.
(3a+b)-(2+c)

Hier lassen wir uns nicht dadurch beirren, dass es zwei Klammern sind, denn es
sind ja eigentlich nur zwei Faktoren. Also kimmern wir uns nicht weiter darum,
dass der erste Faktor eine Klammer ist und multiplizieren die zweite Klammer
einfach mit dem ersten Faktor, der selbst eine Klammer ist, aus.

(3a+b)-(2+¢c)=(3a+b)-2+(3a+b)-c

Jetzt haben wir wieder jeweils nur eine Klammer mal Faktor und das konnen
wir ausmultiplizieren.

(Ba+b):-2+(3a+hb)-c=2-3a+2b+3ac+ bc=06a+2b+3ac+ bc

Mit der Methode kdonnen wir uns beliebig viele (mehr als drei kommen bis zum
MSA nicht vor) Klammern vornehmen und diese ausmultiplizieren. Wir betrach-
ten dabei eine Klammer erst mal wie einen normalen Faktor.

Die binomischen Formeln sind ein Spezialfall der Operation ,Klammer mal
Klammer®. Es ist sehr sinnvoll, sich diese Formeln zu merken, denn sie werden
oft gebraucht.

Die erste binomische Formel

(a+b)’=(a+b) (a+b)=(a+b) a+(a+b) b=aa+ab+ab+bb=a’+2ab+b’
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(a+b)?=a°+2ab + b
Die zweite binomische Formel

(a-b)?=(a-b) (a-b)=(a-b) a+(a-b) b=aa-ab-ab+bb=a’-2ab+b’

2 2 2
(a-b) =a —2ab+b
Die dritte binomische Formel

(a+b) (a-b)= (a+b)a+(a+b)(-b)=aa+ab-ab-bb=a°-b’

(a+b) (a-b)=a°-b°

Zum ,Auflésen” oder Ausmultiplizieren von Klammern, wie wir es gerade be-
trieben haben, gibt es auch das Gegenteil. Wir nennen es Ausklammern (oder
Faktorisieren). Hier geht es genau umgedreht: Am Anfang gibt es keine Klam-
mer; am Ende der Prozedur haben wir eine. Dieses Werkzeug setzen wir im-
mer dann ein, wenn eine Summe in ein Produkt umgewandelt werden soll. (Oft
konnen wir Produkte besser gebrauchen als Summen.) Wir nehmen uns mal
eine Summe vor, z.B.:

ab+ac=a(b+c)

Aus der Summe auf der linken Seite wurde ein Produkt auf der rechten Seite.
Beide Seiten sind natdrlich gleich. Wenn wir die Klammer rechts ausmultiplizie-
ren, bekommen wir wieder die Summe links.

Nochmal ein Beispiel mit Zahlen: 3b + 3¢ = 3(b + ¢)
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